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МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНТАКТНЫХ ОПЕРАЦИЙ ДЛЯ МАНИПУЛЯТОРОВ, 
УПРАВЛЯЕМЫХ ПО СКОРОСТИ 

Аннотация. Внедрение робототехники во всё более разнообразные сферы промышленности ста-
вит новые задачи перед исследователями и инженерами в данной области. Контактные операции 
являются одной из наиболее актуальных и сложных задач, так как любая полезная деятельность, 
производимая робототехнической системой связана с взаимодействием с окружающими объектами. 
Сложность данной задачи связана с разнообразием объектов и типов контактов, а также отсут-
ствием универсальных математических методов для описания упругих тел.  

Промышленные манипуляторы большинства известных производителей поставляются с конту-
ром управления, принимающим угловые скорости сочленений как управляющие сигналы. Поэтому для 
инженеров, работающих с манипуляторами, становится актуальной задача разработки законов 
управления для манипуляторов, управляемых по скорости, тогда как большая часть теории управле-
ния написана для механических систем, управляемых по моменту силы в сочленениях.  

В настоящей работе предлагается метод моделирования регулятора, выполняющего контроль 
за контактной операцией, на основе комбинации модели объекта управления – манипулятора, управ-
ляемого по скорости, а также модели двумерного непрерывного упругого тела на основе дискретной 
модели Кельвина-Фойгта. Данный подход может использоваться для быстрого прототипирования 
регуляторов, без необходимости частого повторения натурного эксперимента. Производится срав-
нение результатов моделирования и эксперимента, по которым можно утверждать адекватность 
предложенного метода моделирования для качественной оценки работы регулятора.  

Ключевые слова: контактные операции, промышленная робототехника, управление по силе, 
датчик силы, силомоментное управление, модель контакта, теория управления 

Введение. В настоящее время промышлен-
ные роботы задействованы в таких высокотехно-
логичных отраслях как электронная промышлен-
ность, автомобильная промышленность, станко-
строение, электротехника, медицина и многих 
других [1, 2]. Одними из сложнейших задач ро-
бототехники до сих пор остаются контактные 
операции [3, 4], поэтому в число наименее охва-
ченных роботизацией отраслей входят: атомная 
промышленность, судостроение, самолётострое-
ние, добыча полезных ископаемых, сельское хо-
зяйство. Это связано со сложностью автоматиза-
ции и роботизации процессов в данных областях 
из-за наличия контактных операций с неизвест-
ной или постоянно изменяющейся окружающей 
средой [5, 6]. Например, технологии финишной 
полировки поверхностей [7], контактного нане-
сения покрытий на элементы судов и самолетов 
характеризуются взаимодействием робота со 
средой при неудерживающем контакте. Для ре-
шения указанных выше контактных операций 
необходимо контролировать усилие, возникаю-
щее в пятне контакта. Наиболее распространен-
ные подходы включают в себя: пассивный кон-
троль усилия, активный контроль, включающий 
прямое управление по силе (direct force control) и 
не прямое управление по силе (indirect force con-

trol), а также построение модели объекта, с кото-
рым происходит контакт [8, 9]. Остановимся по-
дробнее на каждом из этих подходов. 

Пассивный контроль контактных операций 
подразумевает отсутствие какого-либо активного 
управления и обратной связи по силе. Как пра-
вило пассивный контроль достигается установ-
кой демпфирующих механических приспособле-
ний [10, 11] между фланцем робота и инструмен-
том, например, шлифовальным кругом. Таким 
образом регулируя жёсткость демпфирующего 
элемента для конкретной операции – сверления, 
шлифовки и т.п., мы можем добиться желаемого 
качества операции. 

Активный контроль контактных операций 
можно условно разделить на два подхода: прямое 
и непрямое управление по силе [12]. Прямое 
управление по силе подразумевает то, что име-
ется возможность непосредственно измерять 
усилие в пятне контакта с помощью какого-либо 
датчика силы, например, пьезоэлектрического. 
Данный подход довольно широко распространён 
и имеется огромное число работ [13] по построе-
нию регуляторов такого типа. Непрямое управле-
ние по силе предполагает отсутствие возможно-
сти измерения усилия в пятне контакта [14]. Ос-
новная идея такого подхода заключается в том, 
что усилие в контакте контролируется опосредо-
ванно, посредством контроля пространственного 
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движения инструмента на основе обратной связи 
по положению, как правило измеряемого энкоде-
рами манипулятора. Все возможные вариации 
непрямого управления подразумевают имитацию 
некоторого упругого механического элемента, 
например, пружины и демпфера, посредством об-
ратной связи и соответствующим управлением 
рабочим концом манипулятора. Для лучшего по-
нимания принципа работы непрямого управле-
ния, рассмотрим в качестве примера задачу шли-
фовки плоскости. Перед выполнением операции 
в регуляторе задаётся некоторая уставка положе-
ния чуть глубже уровня плоскости, данная 
уставка будет служить аналогом точки положе-
ния равновесия пружины, отклонения от данного 
положения будет вызывать конкретное усилие со 
стороны инструмента на среду. В рабочем ре-
жиме шлифовки будет поддерживаться заданное 
усилие, которое определяется величиной выше-
упомянутой уставки. 

Моделирование среды, с которой входит в 
контакт инструмент, является ещё одним из под-
ходов выполнения точных контактных опера-
ций [15, 16, 17]. При удачном математическом 
описании среды данный метод может быть очень 
эффективен, но при этом его недостатками явля-
ются нетривиальность построения моделей упру-
гих сред, их вычислительная сложность, а также 
отсутствие универсальности, т.к. буквально каж-
дая новая контактная операция будет требовать 
переработку математической модели упругого 
тела. Как правило, для реальных практических 
задач, аналитическое моделирование упругих 
свойств среды не представляется возможным, за 
исключением простых случаев малых деформа-
ций и простых геометрических форм объектов, 
где может быть применена линейная теория 
упругости. В остальных случаях приходится при-
бегать к вычислительно сложным методам ко-
нечных элементов или объёмов. Тем не менее, из-
вестны успешные примеры использования та-
кого подхода для планирования роботизирован-
ных хирургических операций [18], где для опери-
руемой области выполняется конечно-элемент-
ное моделирование и планируется движение ин-
струмента на модели, перед выполнением этого 
движения на пациенте. 

Для полного понимания проблематики в 
управлении манипуляторами, поставляемыми 
производителями на сегодняшний день, необхо-
димо кратко упомянуть распространённые спо-
собы программирования манипуляторов: с ис-
пользованием проприетарного языка программи-
рования, с интерпретатором языка общего назна-
чения и с внешним генератором траекторий.  

Первый и самый распространённый подход 
программирования – использование проприетар-
ного языка программирования для манипулятора 
конкретного производителя. После интерпрета-
ции кода, написанного оператором, контроллер 
манипулятора осуществляет планирование пути 
(рассчитывает физически возможный путь и про-
веряет на возможные столкновения), далее про-
исходит генерация траектории (движение по 
спланированному пути параметризуется време-
нем) и только затем происходит механическое 
движение манипулятора по заданной траектории 
со стабилизацией по обратной связи с энкодеров. 
Главным недостатком данного подхода является 
то, что оператор ограничен только стандартными 
траекториями, которые были включены произво-
дителем в планировщик траекторий. Как пра-
вило, это движения по прямым от точки к точке, 
а также по простейшим кривым в виде окружно-
стей. 

Второй подход к программированию мани-
пуляторов заключается в возможности примене-
ния языков общего назначения, таких как Python 
и C++, что обеспечивает большую универсаль-
ность кода в случае наличия манипуляторов раз-
ных производителей на производстве. Для того, 
чтобы это было возможным, многие производи-
тели поставляют специальные интерпретаторы, 
которые переводят код с языка общего назначе-
ния на проприетарный язык. Дальнейшая схема 
работы выглядит также, как для первого подхода, 
описанного выше. Заметим, что второй подход 
просто позволяет программировать роботов на 
языке общего назначения и не даёт большей сво-
боды в формировании траекторий, таким обра-
зом обладает теми же недостатками, что и пер-
вый. 

Третий подход к программированию заклю-
чается в возможности написания своего плани-
ровщика пути и генератора траекторий на языке 
общего назначения. Данный подход представ-
ляет первоочередной интерес для настоящей ста-
тьи, так как именно в нём появляется возмож-
ность формировать управляющие сигналы на со-
членения манипулятора в виде угловых скоро-
стей, и таким образом генерировать более слож-
ные траектории. Следует заметить, что довольно 
малое число производителей дают возможность 
применения данного подхода, отметим далее не-
которых из них [19]. Манипуляторы KUKA 
имеют Robot Sensor Interface (RSI), компания 
ABB поставляет пакет Externally Guided Mo-
tion (EGM), используемый в настоящей работе, 
роботы FANUC имеют Dynamic Path Modifica-
tion (DPM). 



Вестник БГТУ им. В.Г. Шухова                                                                                                                        2025, №10 

131 

 В данной статье будет рассмотрено ак-
тивное прямое управление по силе для манипуля-
торов, управляемых по скорости, т.е. программи-
руемых по третьему подходу, упомянутого выше. 
Такая комбинация видится наиболее актуальной 
для сложных промышленных задач с контактом, 
ввиду наличия доступных робототехнических 
шестиосных датчиков силы и большой универ-
сальности, из-за возможности написания своих 
планировщиков пути и генераторов траекторий. 
Надо отметить, что большинство предлагаемых 
регуляторов активного прямого управления в 
научной литературе предполагают возможность 
управлением манипулятором по крутящим мо-
ментам в сочленениях. Здесь возникает большой 
разрыв между наукой и промышленностью, т.к. 
большинство манипуляторов известных произво-
дителей позволяют управлять манипуляторами 
только по угловым скоростям сочленений. Для 
этого имеется множество технических причин, 
одной из которых является сложность моделиро-
вание двигателей и редукторов с большим пере-
даточным числом, установленных в каждом со-
членении, таким образом за невозможностью 
контролировать крутящий момент в сочленении, 
производители замыкают обратную связь на угол 
и угловую скорость сочленения используя пока-
зания энкодеров. В данном случае влияние дина-
мики манипулятора становится не существенным 
и по своей сути происходит кинематическое 
управление. По вышеуказанным причинам в дан-

ной статье будет предложен метод моделирова-
ния именно для манипуляторов, управляемых по 
скорости, что отвечает актуальным запросам 
промышленности. 

 При разработке робототехнических си-
стем для конкретных операций в условиях реаль-
ного производства имеют большое значение эко-
номические и временные факторы. Поэтому под-
ходы быстрого инженерного прототипирования 
и отбраковки неработающих вариантов выходят 
на передний план. В настоящей работе предлага-
ется подход для качественного моделирования 
регуляторов активного прямого управления для 
манипуляторов, управляемых по скорости, кото-
рый может служить способом быстрого прототи-
пирования регуляторов, без необходимости ча-
стого натурного эксперимента. Предлагаемый 
способ отличается малой вычислительной слож-
ностью, ввиду использования сравнительно про-
стых моделей для объекта управления (манипу-
лятора) и упругого тела, при этом имеется хоро-
шее качественное согласование результатов мо-
делирования и эксперимента в поведение сил в 
контакте.  

Модель объекта управления и регулятор 
по силе. Объектом управления в данной работе 
является манипулятор, принимающий в качестве 
управляющих сигналов декартовы скорости ра-
бочего конца штампа, изображённого на рис. 1 
(далее штампом будем называть некоторый ин-
струмент, входящий в контакт с упругой поверх-
ностью). 

 
Рис. 1. Движение штампа в контакте с упругой поверхностью 

Степени свободы манипулятора, управляе-
мого по скорости, с инструментом, движущимся 
в одной плоскости в первом приближении, 
можно моделировать как интегрирующие звенья 
с запаздыванием (1). Постоянные времени инте-
грирующего звена позволяют моделировать 
инерционность, связанную с технической реали-
зацией конкретного манипулятора и переход-
ными процессами в нём, как динамической си-
стемы. Управляющие сигналы скоростей форми-

руются на основе обратной связи по силе, кото-
рая при натурном эксперименте подлежит изме-
рению с помощью датчика силы. 
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                         (1) 
где Tx , Ty  – постоянные времени; 
x, y – координаты рабочего конца инстру-

мента; 
vx, vy – управляющие сигналы в виде скоро-

стей; 
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f – обратная связь по силе в контакте (здесь 
предполагается сила действующая со стороны 
инструмента на поверхность, измеряемая датчи-
ком силы). 

Предлагаемый подход позволяет моделиро-
вать любой регулятор с управляющими сигна-
лами в виде скоростей, в демонстрационных це-
лях, выберем регулятор (2) со следующей целью 
управления [20] – обеспечить неразрывность 
контакта с поддерживанием усилия в пятне кон-
такта в окрестности Fref, при этом двигаясь вдоль 
поверхности с заданной скоростью Vx_ref.  

_

_

( ) (1 ( )

,

)

( ) ( )

x ref

y y m

x

ax

v f e f

fv fV e

V 


  

                   (2) 

где 
2

1,

, 0
( )

, 2

ref
ref

ref

ref

e
F

f

F
f

F

f

F

f


 






 

 – от-

носительная ошибка от уставки по силе Fref; 
Vy_max – максимальные скорость движения 

вдоль оси ординат (насыщение); 
Vx_ref – уставка по скорости вдоль оси абс-

цисс. 
Модель вязко-упругого тела Кельвина-

Фойгта с пропорциональным регулятором. 
Перед построением модели упругого тела для мо-
делирования движения некоторого штампа вдоль 
поверхности, рассмотрим её базовый составляю-
щий элемент – дискретную модель Кельвина-
Фойгта [21] и её отклик на пропорциональный 
регулятор, который стремится деформировать 
пружину на заданную величину (рис. 2). 

 
Рис. 2. Модель Кельвина-Фойгта 

Уравнение (3) описывает возникающее уси-
лие в параллельном включении пружины и демп-
фера в модели Кельвина-Фойгта: 

,f ky y       
                        (3) 

где k, γ – коэффициенты жёсткости и затуха-
ния соответственно. 

Для моделирования деформации пружины 
будем использовать только степень свободы нор-
мальную к поверхности – y-компоненты уравне-
ний (1) и (2). Результаты моделирования со сле-
дующими параметрами k = 10, γ = 3, Ty = 0.8, 
Fref = 0.1 представлены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Переходной процесс деформации и силы в модели Кельвина-Фойгта 

 
 
 

Модель упругого тела. Предлагаемая мо-
дель непрерывного двумерного упругого тела 
строится из базовых элементов – дискретных мо-
делей Кельвина-Фойгта (рис. 4). 
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.  
Рис. 4. Модель двумерного упругого тела 

Основными предположениями модели явля-
ются следующие допущения: граница поверхно-
сти ограничена некоторой гладкой кривой f(x), 
пружины расположены вертикально вдоль оси 
ординат, контакт штампа c поверхностью в про-
цессе моделирования никогда не разрывается, 
т.е. всегда y - f(x) ≥ 0, а также делается допуще-
ние, что при движении штампа вдоль оси абсцисс 
пружина деформируется мгновенно. Моделью 
двумерного упругого тела будем называть фор-
мулу для силы (4) действующей со стороны 
штампа на поверхность, которая противопо-
ложна реакции упругого тела. Данное выражение 
является прямым обобщением дискретной мо-
дели Кельвина-Фойгта (3). 

'( ( ) ),( ( )) y xf k y f v fx x v     

          (4) 
где k, γ – коэффициенты жёсткости и затуха-

ния; 
f(x) – кривая определяющая форму поверх-

ности; 
x,y – координаты конца штампа; 
vx, vy – скорости конца штампа. 

Описание экспериментальной установки. 
Для демонстрации предлагаемого подхода к мо-
делированию были выбраны две конфигурации 
эксперимента. Первый эксперимент (левое изоб-
ражение рис. 5) был проведён с мягким упругим 
телом волнистой формы, симулирующий кон-
тактные операции, возникающие, например, в та-
ких задачах, как автоматическая ультразвуковая 
диагностика мягких тканей человека. Второй экс-
перимент (правое изображение рис. 5) прово-
дился с жёстким контактом между инструментом 
и поверхностью с препятствием, отражающий за-
кономерности, возникающие, например, в зада-
чах шлифовки. 

Для проведения эксперимента использова-
лась следующая установка: промышленный ма-
нипулятор IRB1600 фирмы ABB с шестиосным 
датчиком силы, манипулятор оснащён интерфей-
сом EGM (Externally Guided Motion), позволяю-
щим задавать декартовы скорости фланца как 
управляющие сигналы, т.е. данный манипулятор 
является управляемым по скоростям. Рассмот-
рим далее результаты моделирования и экспери-
мента для упомянутых выше конфигураций экс-
перимента. 

 
Рис. 5. Экспериментальная установка 

Контакт с мягким волнистым телом. Рас-
смотрим подробнее последовательность прове-
дения эксперимента (левое изображение рис. 5): 

1. В ручном режиме производилось снятие 
координат точек геометрического контакта 

(рис. 6) объёмного штампа и упругого тела с ви-
зуальным контролем на просвет, координаты то-
чек измерялись на основе встроенных энкодеров 
манипулятора. Полученная кривая представлена 
сплошной кривой на левом графике рис. 7. 
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2. В автоматическом режиме манипулятор 
управлялся по скоростям с использованием регу-
лятора (2). Продавливание поверхности замеря-
лось посредством встроенных энкодеров, и дан-
ная кривая представлена пунктирной кривой на 
левом графике рис. 7. Усилия, возникающие в 
контакте, снимались с датчика силы и представ-
лены на левом графике рис. 8. 

Для проведения моделирования необходимо 
задаться формой поверхности, описываемой 
функцией f(x) (рис. 4). Так как в моделировании 
штамп рассматривается точечным, то делается 
предположение, что в качестве f(x) можно вы-
брать кривую описывающую геометрический 
контакт штампа и поверхности из эксперимента 
(сплошная линия на левом графике рис. 7) при 
условии достаточной малости деформаций. Це-
лью моделирования является выявление каче-
ственных зависимостей поведения сил и дефор-
маций в контакте, поэтому достаточно выбрать 
f(x) с поведением похожим (сплошная линия с 

правого графика рис. 7) на линию геометриче-
ского контакта, таким образом положим: 

f(x) ൌ 𝐴 sinሺ𝜔𝑥 ൅ 𝜋/2ሻଶ,   
                  (5) 

где A = 0.1, ω = 80 – параметры моделирова-
ния. 

Результаты моделирования регулятора (2) c 
параметрами Fref  = 0.4, Vx_ref = 0.01, Vy_max = 0.08 
для манипулятора, управляемого по скорости, 
описываемого интегрирующими звеньями с за-
паздыванием (1) c постоянными времени Tx = 0.3, 
Ty = 0.8, в контакте с упругим телом, описывае-
мым моделью (4) с k = 10, γ = 3 представлены на 
правых графиках рис. 7 и рис. 8 для деформации 
и силы соответственно. Ввиду того, что нас инте-
ресует качественное совпадение поведения кри-
вых, а не количественные показатели –  числовые 
значения вдоль оси ординат опущены, а вдоль 
оси абсцисс проставлены числовые значения без-
размерного расстояния, полученного в модели-
ровании. 

 
 

Рис. 6. Геометрический контакт штампа и упругой поверхности 

 
Рис. 7. Продавливание упругой волнистой поверхности в моделировании и эксперименте 

 
Рис. 8. Профили сил в контакте с упругой волнистой поверхностью в моделировании и эксперименте 
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Контакт с твёрдой поверхностью с пре-
пятствием. Последовательность проведения экс-
перимента (правое изображение с рис. 5) в дан-
ном случае совпадает с экспериментом для мяг-
кого волнистого тела, за исключением снятия ве-
личины деформаций тела, т.к. для жёсткого кон-
такта они чрезвычайно малы, чтобы их можно 
было зафиксировать энкодерами манипулятора. 
По этой причине в данном эксперименте снима-
лись только значения силы (левый график рис. 9), 
возникающей в контакте при движении вдоль 
плоскости и обходе препятствия, а продавлива-
ние построено только по результатам моделиро-
вания. 

 В качестве функции f(x) (рис. 4) для мо-
делирования препятствия выберем базисную 
функцию B-сплайна, что позволит осуществить 
непрерывную сшивку производной при переходе 
к горизонтальной прямой (синяя кривая с рис. 
10), непрерывность производной необходима 
ввиду выбранной модели упругого тела (4). 

         f(x) ൌ 𝑁଴ଶሺ𝑥ሻ ≡

ቐ
0.5𝑥ଶ,   𝑥 ∈ ሾ0, 1ሻ

0.5ሺെ3 ൅ 6𝑥 െ 2𝑥ଶሻ, 𝑥 ∈ ሾ1, 2ሻ 
0.5ሺ3 െ 𝑥ଶሻ, 𝑥 ∈ ሾ2, 3ሻ

 ,                       

(6) 
где, 𝑁଴ଶሺ𝑥ሻ – базисная функция B-сплайна. 
Результаты моделирования регулятора (2) c 

параметрами Fref  = 0.4, Vx_ref = 0.01, Vy_max = 0.08 
для манипулятора, управляемого по скорости, 
описываемого интегрирующими звеньями с за-
паздыванием (1) c постоянными времени Tx = 0.3, 
Ty = 0.8, в контакте с твёрдой поверхностью с 
препятствием, описываемой моделью (4) с k = 20, 
γ = 3, представлены на правом графике рис. 9 и 
рис. 10 для силы и деформации соответственно. 
Как и ранее, нас интересует качественное совпа-
дение поведения кривых, поэтому числовые зна-
чения вдоль оси ординат опущены, а вдоль оси 
абсцисс проставлены числовые значения безраз-
мерного времени, полученного в моделировании. 

 
Рис. 9. Профили сил при прохождении через препятствие в контакте с твёрдой поверхностью в моделировании 

и эксперименте 
 

 
Рис. 10. Продавливание поверхности при прохождении через препятствие в контакте с твёрдой поверхностью в 

моделировании 
Обсуждение результатов. В настоящей ра-

боте был представлен подход качественного мо-
делирования контактных операций для манипу-
ляторов, управляемых по скорости, на примере 
протаскивания штампа вдоль упругой и твёрдой 
поверхности. Данный подход отличается малой 
вычислительной сложностью, что может быть 
полезно при быстром прототипировании регуля-
торов и отсеивании неудачных вариантов. 

Для моделирования манипуляторов, управ-
ляемых по скорости, использовались интегриру-
ющие звенья с запаздыванием, а модель непре-
рывного двумерного упругого тела построена на 
основе дискретной модели Кельвина-Фойгта. 

Для валидации предложенного метода было 
проведено два эксперимента: контакт с мягким 
волнистым телом и контакт с твёрдой поверхно-
стью с препятствием (рис. 5). Сравнительный 
анализ результатов моделирования для данных 
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экспериментов представлен на рис. 7, рис. 8. и 
рис. 9.  Из графиков видно, что профили дефор-
маций и сил в моделировании качественно согла-
суются с экспериментом.  

Таким образом предлагаемый подход каче-
ственного моделирования может позволить по-
добрать подходящую функциональную форму 
регулятора по силе с минимальными вычисли-
тельными затратами, перед переходом к разра-
ботке более основательной математической мо-
дели упругого тела, например, на основе иденти-
фикации упругих свойств инструмента и поверх-
ности контакта в статике и динамике. 

Источник финансирования. Грант Россий-
ского научного фонда No 24-11-20009. 
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MODELING OF CONTACT OPERATIONS FOR VELOCITY-CONTROLLED 
MANIPULATORS 

Abstract. The increasing use of robotics in various industrial sectors presents new challenges for re-
searchers and engineers in this field. Contact operations represent one of the most urgent and complex chal-
lenges, as any useful activity performed by a robotic system involves interaction with surrounding objects. The 
complexity of this challenge stems from the diversity of objects and types of contacts, as well as the lack of 
universal mathematical methods for describing elastic bodies. 

Industrial manipulators from most manufacturers are supplied with a control contour accepting joint 
angular velocities as control signals. Therefore, for engineers working with manipulators, the task of devel-
oping control laws for velocity-controlled manipulators becomes relevant, while most of the control methods 
are intended for mechanical systems controlled by torque in the joints 

This paper proposes a method for modeling a regulator, which performs control of the contact operation 
based on the combination of the plant model- a velocity-controlled manipulator, as well as two-dimensional 
continuous elastic body model based on the discrete Kelvin-Voigt model. This approach can be used for rapid 
prototyping of regulators without the need for frequent repetition of full-scale experiments. A comparison of 
simulation and experiment is performed, which confirms the adequacy of the proposed modeling method for 
evaluating regulator performance. 

Keywords: contact operations, industrial robotics, force control, force sensor, force-torque control, con-
tact model, control theory 
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