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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ ТРАЕКТОРИЕЙ РОБОТА 
МАНИПУЛЯТОРА С ПРЕДОТВРАЩЕНИЕМ СИНГУЛЯРНОСТЕЙ 

Аннотация. Наличие сингулярностей в роботизированных манипуляторах создает значитель-
ные трудности в обеспечении стабильности, отслеживания траекторий и точности управления, что 
может привести к потере управляемости и снижению производительности. В данной статье рас-
сматривается управление траекторией и реализация передовых интеллектуальных методов управле-
ния для предотвращения сингулярных конфигураций в манипуляторах с шестью степенями свободы. 
Используются пропорционально-интегрально-дифференциальное (ПИД) управление, управление на ос-
нове нечеткой логики (НЛУ) и гибридный подход, сочетающий НЛУ и ПИД. Гибридный контроллер 
НЛУ-ПИД разработан для динамической адаптации параметров управления в реальном времени на 
основе близости к сингулярностям, что улучшает способность манипулятора выполнять задачи с 
высокой точностью и надежностью. Результаты моделирования и сравнительного анализа показы-
вают, что при использовании НЛУ-ПИД средние ошибки отслеживания снижаются на 60 %, ста-
бильность системы возрастает на 80 %, а энергоэффективность улучшается на 20 % в условиях, 
склонных к сингулярности. Эти результаты подчеркивают перспективность интеграции интеллек-
туальных методов управления для решения проблемы сингулярностей в роботизированных манипуля-
торах, что открывает возможности для дальнейших исследований в области адаптивного управле-
ния. 

Ключевые слова: манипулятор, предотвращение сингулярностей, оптимизация траекторий, ин-
теллектуальное управление, ПИД управление, управление на основе нечеткой логики, гибридное управ-
ление НЛУ-ПИД 

Введение. Современные робототехнические 
системы, включая манипуляторы с несколькими 
степенями свободы, играют важную роль в про-
мышленности и научных исследованиях благо-
даря своей способности выполнять сложные за-
дачи с высокой точностью [1]. Однако одной из 
ключевых проблем, связанных с управлением та-
кими системами, является возникновение сингу-
лярностей, которые могут привести к потере 
управляемости манипулятора и снижению его 
функциональности [2]. Для решения данной про-
блемы разработаны различные методы, включая 
оптимизацию траекторий и интеллектуальные 
методы управления, такие как нечеткая логика, 
нейронные сети и алгоритмы оптимизации [3, 4]. 

В данной статье представлен подход к 
управлению траекториями и предотвращению 
сингулярностей в манипуляторах с шестью сте-
пенями свободы с использованием интеллекту-
альных методов управления. Мы анализируем 
существующие методы, включая нечеткую ло-
гику, ПИД-контроллер, гибридные системы 
НЛУ-ПИД, проводя их сравнительную оценку. 
Целью исследования является разработка надеж-
ной стратегии управления, которая минимизи-
рует влияние сингулярностей и обеспечивает вы-
сокую производительность системы. 

В современных исследованиях управления 
роботизированными системами значительное 
внимание уделяется как анализу сингулярностей, 
так и разработке интеллектуальных методов 
управления для повышения точности, и устойчи-
вости работы манипуляторов. 

В работе Zhao et al. [5] проведён детальный 
анализ сингулярностей промышленных роботов 
с последующим предложением стратегии тра-
екторного планирования для их избегания. Ис-
следователи подчёркивают, что наличие сингу-
лярных конфигураций может привести к потере 
управляемости, что требует внедрения адаптив-
ных алгоритмов для корректировки траектории в 
реальном времени. Shatnan et al. [6] предлагают 
оптимальные схемы управления на основе Fuzzy-
FOPID и Fuzzy-PID для 3-осевого манипулятора. 
Экспериментальные результаты демонстрируют 
существенное снижение ошибок отслеживания 
траектории по сравнению с традиционными ме-
тодами, что свидетельствует о преимуществах 
нечеткого управления в условиях динамических 
изменений. 

Mirrashid et al. [7] сосредотачиваются на раз-
работке системы управления для реабилитацион-
ного робота верхних конечностей, интегрируя 
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алгоритм оптимизации на основе муравьиных ко-
лоний с ПИД и нечеткими контроллерами. Полу-
ченные результаты показывают, что такой ги-
бридный подход позволяет существенно улуч-
шить стабильность управления и снизить по-
грешности в отслеживании движений. Gaidhane и 
Adam [8] представляют метод, основанный на оп-
тимизированном нечетком контроллере дроб-
ного порядка, в который интегрированы алго-
ритмы GWO-ABC. Этот подход обеспечивает 
высокую точность отслеживания траектории за 
счёт адаптивной настройки параметров управле-
ния, что особенно важно при работе с нелиней-
ными динамическими системами. Сравнитель-
ный анализ, проведённый Mac et al. [9], сравни-
вает эффективность Fuzzy-PID, нечеткого логи-
ческого контроллера и классического ПИД для 
автономных роботов. Результаты указывают на 
то, что внедрение нечетких алгоритмов значи-
тельно улучшает динамическую устойчивость и 
точность управления по сравнению с традицион-
ными методами. 

Kovvuru et al. [10] предлагают методику про-
ектирования Fuzzy-PID контроллера с использо-
ванием оптимизационных техник и редукции по-
рядка модели. Такой подход позволяет снизить 
вычислительную сложность системы без ущерба 
для точности и надёжности управления. Maniha 
et al. [11] проводят сравнительный анализ между 
традиционными ПИД и нечеткими логическими 
контроллерами для позиционного управления 
двухзвенными манипуляторами. Исследование 
показывает, что нечеткие контроллеры обладают 
лучшей адаптивностью и меньшими ошибками в 
условиях наличия нелинейностей и внешних воз-
мущений. Работа Aly et al. [12] фокусируется на 
оптимизации ПИД контроллера для гибридных 
роботов с применением метаэвристических алго-
ритмов. Предложенная методика позволяет адап-
тивно настраивать параметры управления, что 
способствует повышению эффективности си-
стемы в условиях динамических изменений. 
Tolossa et al. [13] исследуют управление отслежи-
ванием траектории мобильного робота с исполь-
зованием нечеткого логического контроллера, 
оптимизированного по параметрам. Результаты 
показывают, что оптимизация функций принад-
лежности существенно повышает точность и ста-
бильность управления. Mohammad et al. [14] 
предлагают оптимальный нелинейный Type-2 
Fuzzy FOPID контроллер, разработанный на ос-
нове интегральных критериев производительно-
сти с применением FSM. Такой подход позволяет 

обеспечить высокую адаптивность и устойчи-
вость системы в сложных динамических усло-
виях. Наконец, Chotikunnan et al. [15] сосредота-
чиваются на оптимизации настройки функций 
принадлежности для нечеткого управления робо-
тизированными манипуляторами с использова-
нием данных, полученных с помощью ПИД-
управления. Результаты исследования демон-
стрируют, что точная настройка параметров не-
четкого контроллера способствует улучшению 
динамических характеристик и общей эффектив-
ности системы. 

|В результате обзора установлено, что интел-
лектуальные методы управления, такие как не-
четкая логика, адаптивные нейронные сети и ал-
горитмы оптимизации, оказываются наиболее 
перспективными для предотвращения сингуляр-
ностей и оптимизации работы манипуляторов. 

Материалы и методы. Предлагаемая си-
стема управления роботами-манипуляторами ак-
тивно решает задачу точного позиционирования 
и предотвращения сингулярностей с использова-
нием современных методов управления. Алго-
ритм включает вычисление обратной кинема-
тики, анализ матрицы Якоби для выявления син-
гулярностей и внедрение стратегий их избегания, 
таких как корректировка конфигурации сочлене-
ний. Для минимизации ошибок применяются 
адаптивные контроллеры ПИД, НЛУ или их ги-
бридные модели. Постоянное обновление углов 
сочленений и контроль через прямое кинемати-
ческое моделирование обеспечивают высокую 
точность управления и надежность работы мани-
пулятора в сложных условиях как показано на 
рисунке 1. 

Кинематический анализ посвящен изучению 
кинематических характеристик манипулятора, 
включая прямую и обратную кинематику [16]. 
Прямой кинематический анализ используется 
для определения положения и ориентации рабо-
чего органа манипулятора на основе заданных уг-
лов сочленений. Обратный кинематический ана-
лиз позволяет вычислить углы сочленений, необ-
ходимые для достижения заданной конечной 
точки. 

Структура манипулятора. Манипулятор 
имеет пять звеньев (𝑑ଵ,𝑎ଶ,𝑎ଷ,𝑎ସ,𝑑ହ), пять углов 
(𝜃஻௔௦௘ ,𝜃ଶ,𝜃ଷ,𝜃ସ, 𝜃ହ ) и одно призматическое со-
членение, как показано на рисунке 2. На рисунке 
3 показаны необходимые геометрические пара-
метры и обозначения.  
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Рис. 1. Блок-схема работы системы управления 
 

                             
Рис. 2. Схема робота-манипулятора                            
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Рис. 3. Кинематическая схема манипулятора 
 

При прямом кинематическом анализе углы 
сочленения используются для определения поло-
жения и ориентации рабочего органа путем их 
подстановки в однородную матрицу преобразо-
вания между сочленениями 𝑖 и 𝑖 ൅ 1 [17]. 

𝑇௜
௜ାଵ ൌ ൦

c஘୧ െs஘୧c஑୧ s஘୧ s஑୧ 𝑎୧ c஘୧
s஘୧ c஘୧c஑୧ െc஘୧s஑୧ 𝑎୍ s஘୧
0 s஑୧ c஑୧ 𝑑୧
0 0 0 1

൪.      (1) 

 
Выполнение композиции из системы коор-

динат i в базовую систему координат, мы умно-
жаем шесть от 1 до 6: 

𝑇଺
଴ = 𝑇ଵ

଴
 . 𝑇ଶ

ଵ
 . 𝑇ଷ

ଶ . 𝑇ସ
ଷ . 𝑇଺

ହ
  ൌ ቎

n୶ o୶ a୶ p୶
n୷ o୷ a୷ p୷
n୸ o୸ a୸ p୸
0 0 0 1

቏. (2)                  

Общая матрица преобразования 𝑇଺
଴:  

𝑇଺
଴ ൌ ൦

s଺sୠୟୱୣ ൅  cଶଷସହ c଺ c௕௔௦௘ sୠୟୱୣc଺െ cଶଷସହ s଺ c௕௔௦௘ cଵ sଶଷସହ P୶
 cଶଷସହ sୠୟୱୣ c଺ െ  c௕௔௦௘ s଺ െ c௕௔௦௘c଺െ cଶଷସହs଺sୠୟୱୣ sଵ 𝑠ଶଷସହ P୷

sଶଷସହ c଺ െsଶଷସହ s଺ െ cଶଷସହ p୸
0 0 0 1

൪ , 

     𝑃௫ ൌ   𝑐௕௔௦௘ ∗ ሺ 𝑎ଶ ∗ 𝑐ଶ  ൅  𝑎ଷ ∗ 𝑐ଶଷ ൅  𝑎ସ ∗ 𝑐ଶଷସ ൅ 𝑑ହ ∗ sଶଷସହሻ,                          (3) 

    𝑃௬  ൌ  𝑠௕௔௦௘ ∗ ሺ𝑎ଶ ∗ 𝑐ଶ  ൅  𝑎ଷ ∗ 𝑐ଶଷ  ൅  𝑎ସ ∗ 𝑐ଶଷସ ൅ 𝑑ହ ∗ sଶଷସହሻ,                          (4) 

      𝑃௭ ൌ  𝑑ଵ ൅ 𝑎ଶ ∗ 𝑠ଶ ൅  𝑎ଷ ∗ 𝑠ଶଷ   ൅  𝑎ସ ∗ 𝑠ଶଷସ െ  𝑑ହ ∗  𝑐ଶଷସହ .                             (5) 

где p୶, p୷, p୸  െ представляют положение, 
ሼሺn୶, o୶, a୶ሻ, ሺn୷, o୷, a୷ሻ, ሺn୸, o୷, a୸ሻሽ  представ-
ляют ориентацию рабочего органа.  

Обратная кинематика манипулятора позво-
ляет вычислить углы сочленений для достижения 
заданной позиции и ориентации рабочего ор-
гана [18].  

Определение базового угла: 

𝜃௕௔௦௘ ൌ 𝑎𝑡𝑎𝑛2ሺ𝑊𝐶௬ ,𝑊𝐶௫ሻ.             (6) 

Угол 𝜃ଷ рассчитывается через косинусовой 
закон: 

            cos 𝜃ଷ ൌ
௔మି௔మ

మି௔య
మ

ଶ ௔మ ௔య
.                   (7) 

Угол 𝜃ଶ рассчитывается: 

∅ ൌ 𝑎𝑡𝑎𝑛2ሺ𝑠, 𝑟ሻ 

 𝜃ଶ  ൌ  ∅ െ  𝑎ଷ𝑠𝑖𝑛ሺ𝜃3ሻ,𝑎ଶ ൅ 𝑎ଷ𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃3ሻ.     (8) 

Длина призматического сочленения 𝑑ହ: 

𝑑ହ ൌ ටሺ𝑃௫ െ𝑊𝐶௫ሻଶ ൅ ൫𝑃௬ െ𝑊𝐶௬൯
ଶ
൅ ሺ𝑃௭ െ𝑊𝐶௭ሻଶ.                                        (9) 

Матрица ориентации рабочего органа 𝑅଺
଴ 

раскладывается через промежуточные матрицы: 
𝑅଺
ଷ ൌ ሺ𝑅ଷ

଴ሻିଵ 𝑅଺
଴ ൌ ሺ𝑅ଷ

଴ሻ்  𝑅଺
଴. 
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Параметры ориентации вычисляются из 
матрицы 𝑅଺

ଷ 

𝑅଺
ଷ ൌ 𝑅௫,௬,௭ ൌ 𝑅௫,∅ 𝑅௬,ఏ 𝑅௭,ఝ ൌ ൥

rଵଵ rଵଶ rଵଷ
rଶଵ rଶଶ rଶଷ
rଷଵ rଷଶ rଷଷ

൩, 

𝜃ସ ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2ሺ𝑅ଷ,ଶ,𝑅ଷ,ଵሻ                 (10) 

𝜃ହ ൌ arccos ሺ𝑅଺
ଷሺ2,2ሻሻ                   (11) 

 𝜃଺ ൌ 𝑎𝑡𝑎𝑛2ሺ𝑅଺
ଷ ሺ3,2ሻ,𝑅଺

ଷሺ3,1ሻ            (12) 

Матрица Якоби выражает зависимости 
между скоростями сочленений и движением ра-
бочего органа, позволяя определять скорости и 
силы в системе. Якобиан также используется для 
выявления сингулярностей, что обеспечивает ос-
нову для разработки эффективных стратегий 
управления манипулятором. Итоговая матрица 
Якоби манипулятора с угловой и линейной со-
ставляющими примет вид [19]: 

𝐽ሺ𝑞ሻ ൌ ሾ𝐽ଵሺ𝑞ሻ      𝐽ଶሺ𝑞ሻ   . . .  𝐽௡ሺ𝑞ሻሿ   ൌ ൤
𝐽௩ଵሺ𝑞ሻ
𝐽ఠଵሺ𝑞ሻ

   
𝐽௩ଶሺ𝑞ሻ
𝐽ఠଶሺ𝑞ሻ

     
…
…     

𝐽௩ଶሺ𝑞ሻ
𝐽ఠଶሺ𝑞ሻ

൨                           (13) 

Тогда Якобиан манипулятора можно выра-
зить следующим образом:  

  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑥ሶ  
𝑦ሶ 
𝑧ሶ 
𝑤௫ 
𝑤௬ 
𝑤௭ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

  

𝐽ଵଵ 
𝐽ଶଵ 
0
0
0
1

     

𝐽ଵଶ 
𝐽ଶଶ 
𝐽ଷଶ 
𝑠௕௔௦௘
െ𝑐௕௔௦௘

0

     

𝐽ଵଷ 
𝐽ଶଷ
𝐽ଷଷ
𝑠௕௔௦௘
െ𝑐௕௔௦௘

0

     

𝐽ଵସ
𝐽ଶସ
𝐽ଷସ
𝑠௕௔௦௘
െ𝑐௕௔௦௘

0

     

𝐽ଵହ 
𝐽ଶହ 
𝐽ଷହ 
𝑠௕௔௦௘
െ𝑐௕௔௦௘

0

     

𝐽ଵ଺ 
𝐽ଶ଺ 
𝐽ଷ଺ 
0
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 .

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝜃ଵ
ሶ

 

𝜃ଶሶ

𝜃ଷሶ  
𝜃ସሶ

𝜃ହሶ  
𝜃଺ሶ  ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

, 

𝐽ଵଵ  ൌ  െ𝑠௕௔௦௘ ሺ 𝑎ଶ 𝑐ଶ  ൅  𝑎ଷ 𝑐ଶଷ  ൅  𝑎ସ 𝑐ଶଷସ ൅ 𝑑ହ 𝑠ଶଷସହሻ, 

𝐽ଵଶ ൌ െ𝑐௕௔௦௘ ሺ 𝑎ଶ 𝑠ଶ  ൅ 𝑎ଷ 𝑠ଶଷ  ൅  𝑎ସ 𝑠ଶଷସ െ 𝑑ହ 𝑐ଶଷସହሻ, 

𝐽ଵଷ  ൌ  െ𝑐௕௔௦௘  ሺ𝑎ଷ 𝑠ଶଷ െ 𝑑ହ 𝑐ଶଷସହ  ൅  𝑎ସ 𝑠ଶଷସሻ, 

𝐽ଵସ  ൌ  𝑐௕௔௦௘  ሺ 𝑑ହ 𝑐ଶଷସହ  െ  𝑎ସ 𝑠ଶଷସሻ, 

𝐽ଵହ ൌ ቀ𝑑ହ ∗ ൫𝑐௕௔௦௘ଶଷସହ ൅ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎2 ൅ 𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎3 ൅ 𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎4 ൅ 𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎5 െ 𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒ሻ൯ቁ /2, 

𝐽ଵ଺  ൌ  𝑠ଶଷସହ 𝑐௕௔௦௘ , 𝐽ଷହ  ൌ 𝑑ହ 𝑠ଶଷସହ , 𝐽ଷ଺  ൌ  െ𝑐ଶଷସହ, 

𝐽ଶଵ ൌ 𝑐௕௔௦௘ ሺ𝑑ହ 𝑠ଶଷସହ  ൅  𝑎ଷ 𝑐ଶଷ  ൅  𝑎ଶ 𝑐ଶ  ൅  𝑎ସ 𝑐ଶଷସሻ, 

𝐽ଶଶ ൌ  െ𝑠௕௔௦௘ ሺ𝑎ଷ 𝑠ଶଷ  െ  𝑑ହ 𝑐ଶଷସହ  ൅  𝑎ଶ 𝑠ଶ  ൅  𝑎ସ 𝑠ଶଷସሻ, 

𝐽ଶଷ ൌ  െ𝑠௕௔௦௘ ሺ𝑎ଷ 𝑠ଶଷ  െ  𝑑ହ 𝑐ଶଷସହ  ൅  𝑎ସ 𝑠ଶଷସሻ, 

𝐽ଶସ ൌ  𝑠௕௔௦௘ ሺ𝑑ହ ∗ 𝑐ଶଷସହ  െ  𝑎ସ ∗ 𝑠ଶଷସሻ, 𝐽ଶ଺  ൌ  𝑠ଶଷସହ 𝑠௕௔௦௘, 

𝐽ଶହ ൌ  ሺ𝑑ହ ∗ ሺ𝑠௕௔௦௘ଶଷସହ  െ  𝑠𝑖𝑛ሺ𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎2 ൅  𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎3 ൅  𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎4 ൅  𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎5 െ  𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒ሻሻሻ/2, 

𝐽ଷଶ  ൌ  𝑑ହ 𝑠ଶଷସହ  ൅  𝑎ଷ 𝑐ଶଷ  ൅  𝑎ଶ 𝑐ଶ  ൅  𝑎ସ 𝑐ଶଷସ, 

𝐽ଷଷ  ൌ  𝑑ହ 𝑠ଶଷସହ  ൅  𝑎ଷ 𝑐ଶଷ  ൅  𝑎ସ𝑐ଶଷସ, 

𝐽ଷସ  ൌ  𝑑ହ 𝑠ଶଷସହ ൅  𝑎ସ 𝑐ଶଷସ.

Анализ сингулярностей выявляет состояния 
манипулятора, при которых матрица Якоби ста-
новится вырожденной, приводя к потере управ-
ляемости. Это происходит, когда определитель 
Якобиана равен нулю или его ранг снижается. Та-
кой анализ необходим для разработки стратегий 
избегания сингулярностей и повышения эффек-
тивности управления [20]. 

Для анализа сингулярности робота-манипу-
лятора применим вычисление определителей 
матрицы. Сингулярность возникает, когда: 

1. Определитель матрицы Якоби равен нулю: 
detሺJሻ ൌ 0. 

2. Ранг матрицы Якоби меньше 6 (для систем с пол-
ной степенью свободы).         
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Рис. 4. Определитель матрицы Якоби 

 
Рис. 5. Влияние определителя матрицы Якоби 

Основная часть. В этом разделе исследу-
ются и обсуждаются передовые стратегии управ-
ления, предназначенные для эффективного 
управления и предотвращения сингулярности в 
робототехнических системах, с особым внима-
нием к трем типам контроллеров: пропорцио-
нально-интегрально-дифференциальному 
(ПИД), управлению на основе нечеткой логики 
НЛУ и гибридному подходу, сочетающему НЛУ 
с ПИД. Теоретическая основа каждой стратегии, 
детали реализации и эффективность в предотвра-
щении сингулярности систематически анализи-
руются. 

Пропорционально-интегрально-дифферен-
циальный (ПИД). Контроллер ПИД-контроллер 

является одной из наиболее широко используе-
мых техник управления в робототехнике, це-
нится за его простоту и эффективное управление 
динамическими системами [21]. Подход ПИД-
контроллера к предотвращению сингулярности 
включает в себя точную настройку трех основ-
ных параметров: коэффициент пропорциональ-
ного усиления ሺ𝐾𝑝ሻ,  коэффициент интеграль-
ного усиления ሺ𝐾𝑖ሻ и коэффициент дифференци-
ального усиления ሺ𝐾𝑑ሻ.  Эти параметры помо-
гают регулировать отклик системы в реальном 
времени, повышая стабильность и снижая коле-
бания, даже вблизи сингулярных конфигураций. 

 

Рис. 6. Структурная схема ПИД-контроллера 
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ПИД-контроллер работает на основе ошибки 
𝑒ሺ𝑡ሻ,  которая определяется как разница между 
желаемым выходом 𝑟ሺ𝑡ሻ и фактическим выходом 

𝑦ሺ𝑡ሻ.  Управляющее воздействие 𝑢ሺ𝑡ሻ  вычисля-
ется следующим образом: 

             𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑘௣ . 𝑒ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑘௜ ׬.  𝑒ሺ𝑡ሻ  𝑑𝑡 ൅ 𝑘ௗ .
ௗ

ௗ௧
𝑒ሺ𝑡ሻ.                                          (14) 

где 𝐾𝑝 െ Коэффициент пропорционального уси-
ления, определяющий силу реакции на текущую 
ошибку. 𝐾𝑖 െ  Коэффициент интегрального уси-
ления, компенсирующий накопленные прошлые 
ошибки для устранения постоянного смещения. 
𝐾𝑑 െ  Коэффициент дифференциального усиле-
ния, предсказывающий тенденции будущих оши-
бок для снижения перерегулирования и колеба-
ний. 

При предотвращении сингулярности ПИД-

контроллеры обычно используются для коррек-
ции отклонений от желаемой траектории, кото-
рые могут привести к приближению к сингуляр-
ной точке. Дифференциальный член помогает 
смягчать внезапные изменения скорости, кото-
рые склонны возникать вблизи сингулярностей, в 
то время как интегральный член помогает ком-
пенсировать накопленные ошибки положения. 

Результаты моделирования с помощью 
ПИД контроля. 

                
Рис. 7. Круговая и спиральная траектории с использованием ПИД-контроллера 

 
Рис. 8. Сравнение ошибок отслеживания 

 

Нечеткое логическое управление (НЛУ). 
НЛУ представляет собой стратегию управления, 
основанную на принципах нечеткой логики, что 
позволяет эффективно работать в условиях не-
определённости и нелинейности, характерных 
для робототехнических систем. Основное пре-
имущество НЛУ заключается в его способности 

адаптироваться к динамическим изменениям си-
стемы без необходимости точной математиче-
ской модели. На рисунке 9 показана схема, кото-
рая демонстрирует процесс работы НЛУ и отоб-
ражает его основные элементы.  

 
Рис. 9. Структурная схема НЛУ-контроллера 



Вестник БГТУ им. В.Г. Шухова                                                                                                                        2025, №10 

122 

В рамках данного подхода нечеткая логика 
используется для адаптивного управления мани-
пулятором. Для НЛУ было определено 25 пра-
вил, которые учитывают текущую ошибку и из-
менение ошибки для корректировки управляю-
щих воздействий. Этот метод продемонстриро-
вал высокую точность и плавность движений. 

Графики функций принадлежности для си-
стемы управления НЛУ представлены ниже: ри-
сунок 10a показывает степень принадлежности 

для различных уровней ошибки (от большой от-
рицательной до большой положительной). Рису-
нок 10b отображает изменение ошибки (ΔE): по-
казывает, как изменение ошибки классифициру-
ется (от большой отрицательной до большой по-
ложительной). Рисунок 11 демонстрирует кор-
рекцию выходной скорости на основе правил не-
четкой логики.         

        
Рис. 10. Функции принадлежности для ошибки (E) и для изменения ошибки (ΔE) 

 
Рис. 11. Функции принадлежности для скорости  

Результаты моделирования с помощью 
НЛУ контроля. 

    
Рис. 12. Круговая и спиральная траектории с использованием НЛУ-контроллера 

 
Рис. 13. Сравнение ошибок отслеживания 
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Гибридный контроллер НЛУ-ПИД. Гибрид-
ное управление НЛУ-ПИД представляет собой 
объединение преимуществ классического ПИД-
контроллера и нечеткой логики управления НЛУ. 
Этот подход предназначен для обеспечения вы-
сокой точности, устойчивости и адаптивности 

при управлении робототехническими системами, 
особенно в сложных динамических условиях и 
при приближении к сингулярным положениям. 
На рисунке 14 показана схема, которая демон-
стрирует процесс работы НЛУ-ПИД и отобра-
жает его основные элементы.  

 
Рис. 14. Структурная схема НЛУ-ПИД контроллера 

Гибридный контроллер сочетает 
преимущества ПИД и НЛУ для достижения 
высокой точности и стабильности управления. 
ПИД обеспечивает базовый уровень 
стабильности, а НЛУ добавляет адаптивные 
свойства для эффективной работы в условиях 
нелинейностей и сингулярностей. Параметры 

гибридного контроллера были настроены 
следующим образом: 𝐾𝑝 ൌ  1.8,𝐾𝑖 ൌ
 0.9,𝐾𝑑 ൌ  0.4,  при этом использовались 25 
правил для нечеткой логики. 

Результаты моделирования с помощью 
НЛУ-ПИД контроля. 

      
Рис. 15. Траектории с использованием гибридного НЛУ-ПИД контроля 

 

 
Рис. 16. Сравнение ошибок отслеживания 
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Сравнение производительности контрол-
лера. 

 
Рис. 17. Сравнение траектории для всех контроллеров 

 
Рис. 18. Сравнение усилий управления 

 
Рис. 19. Сравнение ошибок отслеживания для всех контроллеров 

 

 
Рис. 20. Сравнение откликов НЛУ, ПИД и гибридного НЛУ-ПИД контроллеров 
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В таблице 2 представлены показатели произ-
водительности контроллеров ПИД, НЛУ и ги-
бридного НЛУ-ПИД. Гибридный НЛУ-ПИД по-

казал наилучшие результаты по точности, плав-
ности управления и энергозатратам. В таблице 3 
приведены параметры настройки контроллеров. 

Таблица 2 
Сравнительная таблица производительности 

 

Метрика ПИД НЛУ Hybrid НЛУ-ПИД 
Средняя ошибка отслеживания 0,08 m 0,04 m 0,02 m 

Максимальная ошибка отслеживания 0,2 m 0,1 m 0,05 m 
Средняя скорость сустава 2,5 rad/s 1,8 rad/s 1,5 rad/s 

Максимальная скорость сустава 3,2 rad/s 2,4 rad/s 2,0 rad/s 
Среднее ускорение сустава 0,08 rad/s2 0,06 rad/s2 0,05 rad/s2 

Максимальное ускорение сустава 0,15 rad/s2 0,10 rad/s2 0,08 rad/s2 

Потребляемая энергия 25 J 23 J 20 J 
Эффективность отслеживания траектории 85% 92% 97% 

Таблица 3 
Параметры контроллеров 

 

Метрика ПИД НЛУ Hybrid НЛУ-ПИД 
Kp 2,0 – 1,8 
Ki 1,0 – 0,9 
Kd 0,5 – 0,4 

Число правил – 25 25 
Весовые коэффициенты – Настраиваемые Настраиваемые 

Адаптация Нет Да Да 

 Уменьшите ошибку 
установившегося режима 

Адаптируется к 
нелинейностям Высокая точность 

 

Обсуждение результатов. 
1. Результаты показали, что гибридный кон-

троллер НЛУ-ПИД значительно превосходит 
традиционный ПИД-контроллер и стандартный 
НЛУ по точности отслеживания.  

2. Средняя ошибка отслеживания для НЛУ-
ПИД составила всего 0,02 м, что на 60 % меньше, 
чем у ПИД, и на 33 % меньше, чем у НЛУ. Это 
объясняется комбинацией адаптивности НЛУ и 
стабильности ПИД, что позволяет эффективно 
справляться с нелинейностями и динамическими 
изменениями. 

3. Гибридный контроллер НЛУ-ПИД пока-
зал наивысшую эффективность отслеживания 
траектории (97 %) по сравнению с контролле-
рами НЛУ (92 %) и ПИД (85 %). Улучшение про-
изводительности достигается за счёт сочетания 
адаптивности нечеткой логики и стабильности 
ПИД. Это подтверждает преимущество гибрид-
ного подхода при решении задач точного позици-
онирования робота. 

Выводы. Результаты исследования подтвер-
ждают, что гибридный НЛУ-ПИД контроллер 
превосходит традиционные методы управления, 
такие как ПИД и НЛУ, по всем основным показа-
телям производительности. Этот подход обеспе-
чивает минимизацию ошибок отслежива-
ния (средняя ошибка 0,02 м), высокую плавность 
движения и энергоэффективность, что делает его 
надежным решением для предотвращения сингу-
лярностей в роботизированных манипуляторах. 
Гибкость и адаптивность гибридного контрол-
лера позволяют эффективно работать в условиях 
высокой динамичности и нелинейности системы. 

Представленный метод демонстрирует высокую 
точность и стабильность, что подтверждает его 
практическую применимость для управления ро-
ботизированными системами с повышенными 
требованиями к точности, надежности и энер-
гоэффективности. 
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INTELLIGENT CONTROL METHODS FOR ROBOT MANIPULATOR TRAJECTORY 
PLANNING WITH SINGULARITY AVOIDANCE 

Abstract. The presence of singularities in robotic manipulators poses significant challenges to stability, 
trajectory tracking, and control precision, often leading to loss of manipulability and operational inefficiency. 
This paper explores the optimization of trajectories and the implementation of advanced intelligent control 
methods to avoid singular configurations in manipulators with six degrees of freedom. By employing Propor-
tional-Integral-Derivative PID control, Fuzzy Logic Control FLC, and a hybrid FLC-PID approach, the study 
investigates their effectiveness in maintaining stability and precision across diverse trajectory patterns, in-
cluding complex paths prone to singularities. The hybrid FLC-PID controller is designed to dynamically adapt 
control parameters in real time based on proximity to singularities, enhancing the manipulator's ability to 
perform tasks with high accuracy and reliability. The modeling and comparative analysis results show that 
when using FLC-PID, average tracking errors are reduced by 60%, system stability increases by 80%, and 
energy efficiency improves by 20% in conditions prone to singularity. These results underscore the promise 
of integrating intelligent control methods to address the issue of singularities in robotic manipulators, opening 
up opportunities for further research in the field of adaptive control. 

Keywords: manipulator, singularity avoidance, trajectory optimization, intelligent control, PID control, 
fuzzy logic control, hybrid FLC-PID 
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