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РАЗРАБОТКА ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДЛЯ МОБИЛЬНОГО РОБОТА  
С ШЕСТЬЮ КОЛЕСАМИ ИЛОНА 

Аннотация. Статья посвящена исследованию мобильного робота с шестью колёсами Илона. 

Среди всех наземных транспортных средств робот с колёсами Илона обладает наибольшими манев-

ренными возможностями и эффективно функционирует в условиях складских помещений, где требу-

ется точное управление и высокая мобильность. Именно этот тип робота был выбран в качестве 

объекта исследования, поскольку он сочетает в себе универсальность и простоту реализации.  

Целью работы является создание динамической модели мобильного робота с шестью колёсами 

Илона, обеспечивающей возможность анализа и управления его движением. Для достижения данной 

цели были решены следующие задачи: проведён критический анализ существующих научных и техни-

ческих источников, разработана динамическая модель робота, а также выполнено её компьютерное 

моделирование. Динамические уравнения были выведены с использованием уравнений Лагранжа вто-

рого рода, что позволило учесть все основные параметры движения.  

Мобильный робот рассматривается как планарный механизм, способный осуществлять линейное 

и угловое движение в горизонтальной плоскости. Предполагается, что движение происходит при 

условии чистого качения колёс без проскальзывания. Проверка динамической модели проводилась ме-

тодом моделирования движения по двум траекториям: прямолинейной и криволинейной. Результаты 

моделирования продемонстрировали высокую точность предлагаемой модели, что подтверждается 

малыми значениями ошибки скорости. 

Ключевые слова: Динамическое моделирование роботов, Мобильный робот, Колесо Илона, Нави-

гация мобильных систем, Анализ движений роботов. 

Введение. В последние годы автономные 

мобильные роботы значительно усовершенство-

вались, и особое внимание уделяется автоматизи-

рованным управляемым транспортным сред-

ствам (АУТС) [1–5]. Одной из главных проблем, 

с которыми сталкиваются такие системы, явля-

ется улучшение маневренности. Одним из эф-

фективных решений этой проблемы является ис-

пользование колес Илона – конструктивного эле-

мента, представляющего собой ступицу с роли-

ками, расположенными под углом на окружности 

[6, 7]. 

Колеса Илона значительно расширяют воз-

можности движения мобильных роботов, позво-

ляя выполнять сложные траектории и адаптиро-

ваться к различным условиям окружающей 

среды [8–12]. Кинематические и динамические 

модели роботов с такими колесами подробно ис-

следовались в работах, где анализировалось вли-

яние параметров робота на его поведение [6, 8, 9]. 

Применение этих колес позволяет реализовать 

высокоточные алгоритмы управления движе-

нием, включая избегание препятствий в динами-

ческой среде [10] и эффективное передвижение 

по сложным поверхностям, таким как лестницы 

и пересеченная местность [12]. 

Несмотря на обширное количество публика-

ций, посвященных мобильным роботам с тремя 

или четырьмя колесами Илона, работы, исследу-

ющие модели с шестью колесами, остаются 

крайне редкими [13–16]. Этот аспект открывает 

перспективы для разработки новых моделей и 

анализа их поведения в различных условиях. 

В большинстве исследований применяются 

платформы прямоугольной формы, которые 

обеспечивают равномерное распределение 

нагрузки и обладают преимуществами в плане 

грузоподъёмности. Однако в некоторых сцена-

риях, таких как сложные маневры или управле-

ние на высоких скоростях, круглая платформа 

может демонстрировать лучшие характеристики. 

Одним из ключевых преимуществ круглой плат-

формы является её способность обеспечивать бо-

лее стабильное распределение центробежных сил 

при выполнении резких поворотов. В прямо-

угольных конструкциях возможны неравномер-

ные нагрузки на отдельные колёса во время ма-

невров, что может привести к увеличенному из-

носу или ухудшению динамических характери-

стик. В случае круглой платформы распределе-

ние нагрузки остаётся более симметричным, что 

способствует улучшенной устойчивости при вра-

щении. Кроме того, круглая форма платформы 

может упростить алгоритмы навигации и управ-

ления, особенно в условиях, когда требуется рав-

номерное поведение робота при смене направле-

ния. Такая конструкция снижает влияние ориен-

тации корпуса на траекторию движения, что мо-

жет быть полезным в задачах, требующих высо-

кой точности позиционирования. 
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Целью данной работы является создание ди-

намической модели мобильного робота с шестью 

колесами Илона. Кроме того, работа направлена 

на проверку модели через моделирование движе-

ния по прямолинейной и криволинейной траекто-

риям. 

Остальная часть исследования включает вы-

вод уравнений динамической модели, моделиро-

вание управления движением, а также обсужде-

ние полученных результатов. 

Методы, оборудование, материалы. Ис-

следование выполнено с использованием мето-

дов теоретической механики и численного моде-

лирования. Для разработки динамической мо-

дели мобильного робота применялись уравнения 

Лагранжа второго рода, что позволило учесть ос-

новные параметры движения и взаимодействия 

робота с окружающей средой. 

Моделирование проводилось в программной 

среде MATLAB с использованием инструмента 

Simulink и специализированного набора библио-

тек Robotics Toolbox. Эти инструменты обеспе-

чили возможность анализа движения робота по 

различным траекториям, включая прямолиней-

ные и криволинейные маршруты. 

В процессе разработки модели движение ро-

бота рассматривалось на основе предположения 

о чистом качении колёс без проскальзывания, что 

упрощает выведение уравнений системы. Особое 

внимание было уделено точности формулировки 

кинетической энергии системы и выведению 

уравнений движения, описывающих поведение 

робота в горизонтальной плоскости. 

Описание динамики робота. Графическое 
изображение рассматриваемого робота пред-
ставлено на рис. 1. 

 
Рис. 1. Аналитическая модель мобильного робота  

с колесами Илона [15] 
 

В данной работе использованы уравнения 

Лагранжа второго рода. Для их формулировки 

предполагается следующий вектор обобщенных 

координат 

 � =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
�����	�
����⎦⎥⎥

⎥⎥⎤                              (1) 

В свою очередь, кинематические уравнения 

робота выводятся с учетом отсутствия скольже-

ния между землей и колесами Илона.  

Для получения динамических уравнений 

движения характеристической точки робота был 

использован уравнение Лагранжа. Уравнение Ла-

гранжа второго рода можно записать в следую-

щей матричной форме: ��� ������ � − ���� = �                  (2) 

где � = �(�, �� ) – кинетический потенциал си-

стемы;  � = ���, ��, �	, �
, ��, ��� – вектор обоб-

щенных координат; � = ���, ��, �	, �
, ��, ��� – 

вектор обобщенных сил. 

Кинетический потенциал L системы удовле-

творяет следующему соотношению: 

 � = ! − "                              (3) 

где E – полная кинетическая энергия системы,  

U – потенциальная энергия системы. 

Предполагается, что робот движется по 

плоской поверхности, поэтому уравнение (3) 

упрощается до следующего вида: 

  � = !                                  (4) 

Затем была определена полная кинетическая 

энергия системы в предположении, что ролики 

являются пассивными элементами в анализируе-

мой системе. Следовательно, полная кинетиче-

ская энергия системы E составляет: 

 ! = !# + !%                          (5) 

где Ep – кинетическая энергия платформы, Ew – 

кинетическая энергия колес Илона. 

Платформа робота движется в плоскости, 

поэтому кинетическая энергия платформы Ep мо-

жет быть записана в следующем виде: 

 !# = �� &#'()� + (*�+ + �� ,#-��            (6) 

где mp – масса платформы, Ip – массовый момент 

инерции платформы робота, определенный отно-

сительно оси zL, проходящей через точку o. 

колеса Илона перемещаются в сложном дви-

жении, состоящем из плоского подъемного дви-
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жения платформы робота и вращательного дви-

жения колес, определяемого вокруг оси соб-

ственного вращения колеса Илона. Следова-

тельно, кинетическая энергия колес Ew удовле-

творяет следующему соотношению: !% = 6 /�� &%'()� + (*�+ + �� ,%0�-� �1 + �� ,%'�� �� + �� �� + �� 	� + ��
� + �� �� + �� ��+                      (7) 

где mw – масса колеса Илона, Iw – массовый мо-

мент инерции колеса Илона, определяемый отно-

сительно оси, собственное вращение колеса, IwzL 

- массовый момент инерции колеса Илона, опре-

деляемый относительно оси zL, проходящей че-

рез точку o.  

Кинетический потенциал системы можно за-

писать в следующем виде: 

 � = ��� &# + 3&%� '()� + (*�+ + ��� ,# + 3,%0�� -� � + �� ,%'�� �� + �� �� + �� 	� + ��
� + �� �� + �� ��+ (8) 

Будет предполагаться, что: 

 &#с = '&# + 6&%+                                                            (9) 

 ,#с = ',# + 6,%0�+                                                           (10) 

Подставляя уравнения (9) и (10) в уравнение (8), получаем: 

 � = �� &#3'()� + (*�+ + �� ,#3-� � + �� ,%'�� �� + �� �� + �� 	� + ��
� + �� �� + �� ��+             (11) 

Подставляя уравнения кинематической модели [15] в уравнение (11), получаем: 

 � =
⎝
⎜⎜⎜
⎜⎜⎛

�� &#3 ⎣⎢⎢
⎡ 78 �9� :
 + 9� ;< + 9� =< + 9� >
 + 9� ?< + 9� @< �A� +
+ 78 �− 9� :
 + 9� ;< + 9� =< − 9� >
 + 9� ?< + 9� @< �A�⎦⎥⎥

⎤ +
+ �� ,#3 B C
D'√	F	+ G −'√3 + 1+�� � + '√3 + 1+�� � +−'√3 + 1+�� 	 + '√3 + 1+��
 − 2�� � + 2�� �JK� +

+ �� ,%'�� �� + �� �� + �� 	� + ��
� + �� �� + �� ��+ ⎠
⎟⎟⎟
⎟⎟⎞

                (12) 

Будем считать, что: 

 O = PQRC;��<                                                                   (13) 

 S = TQRC;	�D;'	F�√	FU+ = TQRC;	�D;'��F�√	+ = TQRC;�U�D;'�F√	+                                   (14) 

 V = TW�                                                                      (15) 

Подставляя уравнения (13), (14) и (15) в уравнение (12), получаем: 

 � = XO�(2�� � + �� � + �� 	 + 2��
 + �� � + �� �)� + (−2�� � + �� � + �� 	 − 2��
 + �� � + �� �)�� ++SY−'√3 + 1+�� � + '√3 + 1+�� � − '√3 + 1+�� 	 + '√3 + 1+��
 − 2�� � + 2�� �Z� ++V'�� �� + �� �� + �� 	� + ��
� + �� �� + �� ��+ [ (16) 

⇒ � =
⎝
⎜⎜⎜
⎜⎜⎜
⎛ '8O + '4 + 2√3+S + V+�� �� + '2O + '4 + 2√3+S + V+�� �� ++'2O + '4 + 2√3+S + V+�� 	� + '8O + '4 + 2√3+S + V+��
� + (2O + 4S + V)�� �� ++(2O + 4S + V)�� �� − 2'4 + 2√3+S�� ��� � + 2'4 + 2√3+S�� ��� 	 ++'16O − 2'4 + 2√3+S+�� ���
 + 4'√3 + 1+S�� ��� � − 4'√3 + 1+S�� ��� � ++'4O − 2'4 + 2√3+S+�� ��� 	 + 2'4 + 2√3+S�� ���
 + '4O − 4'√3 + 1+S+�� ��� � ++'4O + 4'√3 + 1+S+�� ��� � − 2'4 + 2√3+S�� 	��
 + '4O + 4'√3 + 1+S+�� 	�� � ++'4O − 4'√3 + 1+S+�� 	�� � − 4'√3 + 1+S��
�� � + 4'√3 + 1+S��
�� � + (4O − 8S)�� ��� �⎠

⎟⎟⎟
⎟⎟⎟
⎞

 (17) 
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Чтобы установить конкретные обобщенные 

силы, действующие на отдельные колеса, силы и 

моменты сил, действующие на каждое колесо, 

графически показаны на рисунке 2а и 2б. 

 

 
 

(a) 

 
(б) 

Рис. 2. (а) Силы и моменты сил, действующих на колеса № 1, 3, 5,  

(б) Силы и моменты сил, действующих на колеса № 2, 4, 6 
 

i-е колесо Илона приводится в движение за 

счет тягового момента τi (i = 1,2,3,4,5,6), исходя-

щего от i-й системы передачи энергии. Кроме 

того, предполагалось, что вес платформы колес-

ного мобильного робота равен Gp, тогда как вес i-

го колеса Илона равен Gi, и оно движется по 

плоской, шероховатой (коэффициент сухого тре-

ния μi) и деформируемой (коэффициент трения 

качения fi) поверхность без заноса. При анализе 

также учитывается сила сухого трения Ti и сила 

давления Ni для i-го колеса. 

Работа системы сил составляет: 

  ` = �a�a, (b = 1,2, . . ,6) = 7�d� − e�8��� + �d� − e�8��� + �d	 − e	8��	 ++�d
 − e
8��
 + �d� − e�8��� + �d� − e�8��� A                 (18) 

Величину сухого трения Ti можно вывести 

из рисунка 3, который показывает соотношение 

сил, действующих на колесо: 

 e = fg hbi j                      (19) 

где RF – сила реакции. Поскольку θ - малый угол, 

можно найти следующее:  

 e = fg hbi j ≈ fg lmi j ≈ fgj (20) 

Теперь, умножив и разделив r1 на r1: 

 e = DnoC:C:   но    p = 8�j ⇒ e = DnqC: ⇒ e8� = fgp                                  (21) 

Возвращаясь к рисунку 4, можно найти: fg� = r� + e� = (−s)� + e� = s� + e� ⇒ fg = √s� + e�                        (22) 

Подставляя уравнение (22) в уравнение (21):  
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e8� = '√s� + e�+p ⇒ e�8�� = (s� + e�)p� ⇒ e�(8�� − p�) = s�p� ⇒ e = tquC:;vq; = tqC   (23) 

 
Рис. 3. Силы, действующие на колесо 

Уравнение (23) компенсируется уравнением (18): 

` = Xwd� − s�p�8 8x �� + wd� − s�p�8 8x �� + wd	 − s	p	8 8x �	 +
+ wd
 − s
p
8 8x �
 + wd� − s�p�8 8x �� + wd� − s�p�8 8x ��[ 

 ⇒ ` = 7�d� − s�p���� + �d� − s�p���� + �d	 − s	p	��	 ++�d
 − s
p
��
 + �d� − s�p���� + �d� − s�p���� A                            (24) 

Таким образом, мощность обобщенных сил составляет: 

 y = �a��a, (b = 1,2, . . ,6) = 7�d� − s�p���� � + �d� − s�p���� � + �d	 − s	p	��� 	 ++�d
 − s
p
���
 + �d� − s�p���� � + �d� − s�p���� � A           (25) 

Но при расчете величины сухого трения необходимо учитывать направление угловой скорости 

(знак угловой скорости), поэтому уравнение (25) принимает следующий вид: 

 y = �a��a, (b = 1,2, . . ,6) = z �d� − s�p� h{i( �� �)��� � + �d� − s�p� h{i( �� �)��� � ++�d	 − s	p	 h{i( �� 	)��� 	 + �d
 − s
p
 h{i( ��
)���
 ++�d� − s�p� h{i( �� �)��� � + �d� − s�p� h{i( �� �)��� � |        (26) 

Уравнение (26) показывает, что вектор обобщенных сил можно записать в следующем виде: 

� = ���, ��, �	, �
, ��, ��� = wd� − s�p� h{i( �� �), d� − s�p� h{i( �� �), d	 − s	p	 h{i( �� 	),d
 − s
p
 h{i( ��
), d� − s�p� h{i( �� �), d� − s�p� h{i( �� �) x 
 (27) 

Наконец, используя уравнения Лагранжа второго рода, получаются следующие системные урав-

нения: 

G2'8O + '4 + 2√3+S + V+�} � − 2'4 + 2√3+S�} � + 2'4 + 2√3+S�} 	 ++'16O − 2'4 + 2√3+S+�}
 + 4'√3 + 1+S�} � − 4'√3 + 1+S�} � J = d� − s�p� h{i( �� �) (28) 
X2'2O + '4 + 2√3+S + V+�} � − 2'4 + 2√3+S�} � ++'4O − 2'4 + 2√3+S+�} 	 + 2'4 + 2√3+S�}
 ++'4O − 4'√3 + 1+S+�} � + '4O + 4'√3 + 1+S+�} �[ = d� − s�p� h{i( �� �)               (29) 

 X2'2O + '4 + 2√3+S + V+�} 	 + 2'4 + 2√3+S�} � ++'4O − 2'4 + 2√3+S+�} � − 2'4 + 2√3+S�}
 ++'4O + 4'√3 + 1+S+�} � + '4O − 4'√3 + 1+S+�} �[ = d	 − s	p	 h{i( �� 	)               (30) 
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 X2'8O + '4 + 2√3+S + V+�}
 + '16O − 2'4 + 2√3+S+�} � ++2'4 + 2√3+S�} � − 2'4 + 2√3+S�} 	 +−4'√3 + 1+S�} � + 4'√3 + 1+S�} � [ = d
 − s
p
 h{i( ��
)       (31) 

 G2(2O + 4S + V)�} � + 4'√3 + 1+S�} � + '4O − 4'√3 + 1+S+�} � ++'4O + 4'√3 + 1+S+�} 	 − 4'√3 + 1+S�}
 + (4O − 8S)�} � J = d� − s�p� h{i( �� �)    (32) 
G2(2O + 4S + V)�} � − 4'√3 + 1+S�} � + '4O + 4'√3 + 1+S+�} � ++'4O − 4'√3 + 1+S+�} 	 + 4'√3 + 1+S�}
 + (4O − 8S)�} � J = d� − s�p� h{i( �� �)     (33) 

Итак, мы можем написать: 

 

⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
�����	�
����⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ = ~
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
�} ��} ��} 	�}
�} ��} �⎦⎥⎥

⎥⎥⎤                     (34) 

Учитывая, что (), (* — центральные скоро-

сти робота в локальных координатах, их можно 

выразить в обобщенных координатах следую-

щим образом: 

 () = ��� ��h - + ��� hbi -           (35) 

 (* = −��� hbi - + ��� ��h -          (36) 

Здесь уравнения (35) и (36) должны быть вы-

ведены по времени, а затем приравнены к прямой 

кинематической модели после ее вывода по вре-

мени. Таким образом, мы получаем: 

 �}� ��h - − ���-� hbi - + �}� hbi - + ���-� ��h - = 8 �9} :
 + 9} ;< + 9} =< + 9} >
 + 9} ?< + 9} @< �                 (37) 

 −�}� hbi - − ���-� ��h - + �}� ��h - − ���-� hbi - = 8 �− 9} :
 + 9} ;< + 9} =< − 9} >
 + 9} ?< + 9} @< �               (38) 

 -} = C
D'√	F	+ G−'√3 + 1+�} � + '√3 + 1+�} � − '√3 + 1+�} 	 ++'√3 + 1+�}
 − 2�} � + 2�} � J                            (39) 

Здесь мы должны найти уравнения для �} �, �} �, �} 	, �}
, �} �, �} �  из уравнения (34), затем 

подставить полученные уравнения в уравнения 

(37), (38), (39), чтобы найти требуемую динами-

ческую модель. 

Из уравнения (34) получаем: 

�} � =
⎝
⎜⎜⎜
⎜⎛

'�√	F��+��;F'	�√	F��<+���F�=F<��;��'<√	F�
+��=F'��<√	F	<
+���;F�>F����=� (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ '�F√	+��'<√	F�
+��;F�= (d� − s�p� h{i( �� �)) − '�F√	+��'<√	F�
+��;F�= (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +

+ '�F√	+��;v'��√	F�
+���v
��;'<√	F�
+��=F'��<√	F	<
+���;F�>F����= (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ v(�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) + (�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) ⎠

⎟⎟⎟
⎟⎞        (40) 

 

�} � =

⎝
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎜⎜
⎛ '�F√	+��'<√	F�
+��;F�= (d� − s�p� h{i( �� �)) +

+ '�√	F��+��;F'	�√	F���+���F�=F���;��'<√	F�
+��=F'�
√	F�U�+���;F�>F<��=� (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ '�F√	+��v<��v��'<√	F�
+��;F'�
√	F�U�+���F�=F<��; (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +

+ v'�F√	+��'<√	F�
+��;F�= (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ '�F√	+��;v�����v��;'<√	F�
+��=F'�
√	F�U�+���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) +

+ v(�F√	)��;v(��√	F	�)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) ⎠
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎟⎟
⎞

                   (41) 
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�} 	 =

⎝
⎜⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜⎛

v(�F√	)��(<√	F�
)��;F�= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (�F√	)��v<��v��(<√	F�
)��;F(�
√	F�U�)���F�=F<��; (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (�√	F��)��;F(	�√	F���)���F�=F���;�((<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��=) (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +
+ (�F√	)��(<√	F�
)��;F�= (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ v(�F√	)��;v(��√	F	�)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (�F√	)��;v�����v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) ⎠

⎟⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟⎞

                 (42) 

 �}
 =
⎝
⎜⎜⎜
⎜⎛

'�F√	+��;v'��√	F�
+���v
��;'<√	F�
+��=F'��<√	F	<
+���;F�>F����= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ v(�F√	)��(<√	F�
)��;F�= (d� − s�p� h{i( �� �)) + (�F√	)��(<√	F�
)��;F�= (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +

+ '�√	F��+��;F'	�√	F��<+���F�=F<��;��'<√	F�
+��=F'��<√	F	<
+���;F�>F����=� (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ (�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) + v(�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) ⎠

⎟⎟⎟
⎟⎞

      (43) 

 �} � =

⎝
⎜⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜⎛

v(�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (�F√	)��;v�����v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ v(�F√	)��;v(��√	F	�)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +
+ (�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ (<√	F��)��;F(
<√	F���)���F�=F���;�((<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��=) (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ ���;v(<√	F<)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) ⎠

⎟⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟⎞

                (44) 

 �} � =

⎝
⎜⎜⎜
⎜⎜⎜
⎜⎜⎛

(�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ v(�F√	)��;v(��√	F	�)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (�F√	)��;v�����v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d	 − s	p	 h{i( �� 	)) +
+ v(�F√	)�(<√	F�
)��F�; (d
 − s
p
 h{i( ��
)) +
+ ���;v(<√	F<)���v��;(<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��= (d� − s�p� h{i( �� �)) +
+ (<√	F��)��;F(
<√	F���)���F�=F���;�((<√	F�
)��=F(�
√	F�U�)���;F�>F<��=) (d� − s�p� h{i( �� �))⎠

⎟⎟⎟
⎟⎟⎟
⎟⎟⎞

                 (45) 

Теперь, подставляя уравнения (40, …, 45) в уравнения (37), (38), (39), получаем: 

 �}� = −���-� + 8
⎣⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡(��h - − hbi -) 7d� + d	 + d� + d� − s�p� h{i(�� �) − s	p	 h{i(�� 	) −−s�p� h{i(�� �) − s�p� h{i(�� �) A ∗
∗ 7 '<√	F�
+�F���Y'<√	F�
+��F'�
√	F�U�+��F�;F<��ZA ++(��h - + hbi -)(d� + d
 − s�p� h{i(�� �) − s
p
 h{i(��
)) ∗∗ 7 '<√	F�
+�F�<Y'<√	F�
+��F'��<√	F	<
+��F�;F����ZA ⎦⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
 (46) 
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 �}� = ���-� + 8
⎣⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡(hbi - + ��h -) 7d� + d	 + d� + d� − s�p� h{i(�� �) − s	p	 h{i(�� 	) −−s�p� h{i(�� �) − s�p� h{i(�� �) A ∗
∗ 7 '<√	F�
+�F���Y'<√	F�
+��F'�
√	F�U�+��F�;F<��ZA ++(hbi - − ��h -)(d� + d
 − s�p� h{i(�� �) − s
p
 h{i(��
)) ∗∗ 7 '<√	F�
+�F�<Y'<√	F�
+��F'��<√	F	<
+��F�;F����ZA ⎦⎥

⎥⎥⎥
⎥⎤
 (47) 

 

 -} = C
D'√	F	+

⎣⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎢⎢
⎢⎡Xv'√	F�+Y'
√	F��+��F'�
√	F���+��F�;F����Z�Y'<√	F�
+��;F'��<√	F	<
+���F�=F����;Z +

+ '<F�√	+'√	F�+�'<√	F�
+��F�;
[ ∗

∗ (d� − d
 − s�p� h{i(�� �) + s
p
 h{i(��
)) +
+ Xv�'�F√	+'√	F�+�'<√	F�
+��F�; +

+ '
√	F<+'√	F�+��F'U�√	F���+��F'√	F�+�;F<'√	F�+���Y'<√	F�
+��;F'�
√	F�U�+���F�=F<��;Z
[ ∗

∗ (d� − d	 − s�p� h{i(�� �) + s	p	 h{i(�� 	)) +
+ X �'√	F�+;�'<√	F�
+��F�; +

+ 'v<v
√	+��F'v	�√	v�
+��v�;v<��'<√	F�
+��;F'�
√	F�U�+���F�=F<��;
[ ∗

∗ (d� − d� − s�p� h{i(�� �) + s�p� h{i(�� �)) ⎦⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎥⎥
⎥⎤

                          (48) 

Из уравнений (46), (47), (48) можно записать следующую общую форму: 

 �} = "(�, �� )�� + �(�)d + �(�)�sg                                         (49) 

где: 

�} = ��}��}�-} � , �� = �������-� � , "(�, �� ) = �0 −-� 0-� 0 00 0 0� , d =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
d�d�d	d
d�d�⎦⎥⎥

⎥⎥⎤ , p =
⎣⎢
⎢⎢⎢
⎡p�p�p	p
p�p�⎦⎥

⎥⎥⎥
⎤
, 

 

s =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎡
s� 0 0 0 0 00 s� 0 0 0 00 0 s	 0 0 00 0 0 s
 0 00 0 0 0 s� 00 0 0 0 0 s�⎦⎥⎥

⎥⎥⎤, 

� =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡h{i(�� �) 0 0 0 0 00 h{i(�� �) 0 0 0 00 0 h{i(�� 	) 0 0 00 0 0 h{i(��
) 0 00 0 0 0 h{i(�� �) 00 0 0 0 0 h{i(�� �)⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
, 
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� (�) =
⎣⎢⎢
⎢⎢⎢
⎡(��h - + hbi -)ℎ� (hbi - − ��h -)ℎ� ℎ	(��h - − hbi -)ℎ� (��h - + hbi -)ℎ� ℎ
(��h - − hbi -)ℎ� (��h - + hbi -)ℎ� −ℎ
(��h - + hbi -)ℎ� (hbi - − ��h -)ℎ� −ℎ	(��h - − hbi -)ℎ� (��h - + hbi -)ℎ� ℎ�(��h - − hbi -)ℎ� (��h - + hbi -)ℎ� −ℎ�⎦⎥⎥

⎥⎥⎥
⎤
, 

�(�) = −�(�) 

где 

ℎ� = 8 B '8√3 + 24+S + V8Y'8√3 + 24+SV + '128√3 + 384+OS + V� + 16OVZK, 
ℎ� = 8 B '8√3 + 24+S + V16Y'8√3 + 24+SV + '64√3 + 192+OS + V� + 8OVZK, 

ℎ	 = 84f'√3 + 3+ B−'√3 + 1+Y'4√3 + 16+SV + '64√3 + 256+OS + V� + 16OVZ2Y'8√3 + 24+SV� + '128√3 + 384+OSV + V	 + 16OV�Z + '8 + 2√3+'√3 + 1+S'8√3 + 24+SV + V� K, 
ℎ
 = 84f'√3 + 3+ B−2'2 + √3+'√3 + 1+S'8√3 + 24+SV + V� + '4√3 + 8+'√3 + 1+SV + '96√3 + 160+OS + '√3 + 1+V� + 8'√3 + 1+OV2Y'8√3 + 24+SV� + '64√3 + 192+OSV + V	 + 8OV�Z K, 

ℎ� = C
D'√	F	+ w �'√	F�+;�'<√	F�
+��F�; + 'v<v
√	+��F'v	�√	v�
+��v�;v<��'<√	F�
+��;F'�
√	F�U�+���F�=F<��;x. 

Из уравнения (49) можно написать: 

 d = �v�(�)�} − �v�(�)"(�, �� )�� + �sg    (50) 

Полученная математическая модель была 

использована для проведения численных моде-

лирований движения выбранной характерной 

точки робота. 

Численное моделирование. В ходе числен-

ных исследований была проведена симуляция 

для отображения движения характерной точки 

робота по двум траекториям: прямолинейной и 

криволинейной. Моделирование уравнения (50) 

выполнялось в среде Matlab Simulink. Для прове-

дения численного моделирования движения вы-

бранной точки робота были приняты следующие 

геометрические параметры: δ = π/4 [рад], R = 0.5 

[м], r = 0.052 [м]. Другие константы, использо-

ванные в симуляции: f1 = f2 = f3 = f4 = f5 = f6 = 0.002 

[м], N1 = N2 = N3 = N4 = N5 = N6 = 1455.1 [Н], Iw = 

0.4688 [кг·м²], mp = 20 [кг], mw = 0.5 [кг]. 
Были заданы следующие начальные усло-

вия: ��(0) = 0, ��(0) = 0, ()(0) = 0,  (*(0) = 0,-(0) = 0,       -�(0) = 0 в симуляции. В свою оче-

редь, каркас робота движется с постоянной кон-

фигурацией в течение симуляции: -(l) = -(0). 

1. Движение по прямолинейной траекто-
рии: 

На рисунке 4 показана смоделированная 

прямолинейная траектория. 

 

 
Рис. 4. Смоделированная прямолинейная траектория 

 

На рисунке 5 показано, как ведет себя набор 

скоростей для выбранной точки робота: ()(l), (*(l), -� (l). 

На рисунке 6 показано, как ведет себя набор 

ускорений выбранной точки робота: (�)(l), (�*(l), -} (l). 

Рисунки 7 и 8 иллюстрируют решение за-

дачи обратной кинематики: поведение угловых 

скоростей и угловых ускорений отдельных колес. 

На рисунке 9 показано решение задачи об-

ратной динамики: поведение приводных момен-

тов отдельных колес. 

Рисунок 10 демонстрирует величину 

ошибки между эталонной скоростью и скоро-

стью, полученной в модели прямой динамики. 
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Рис. 5. Набор скоростей для выбранной точки робота Рис. 6. Набор ускорений для выбранной точки робота 

 
 

Рис. 7. Поведение угловых скоростей колес Рис. 8. Поведение угловых ускорений колес 

  
Рис. 9. Поведение приводных моментов колес 

 

Рис. 10. Ошибка скорости 

 
 

2. Движение по криволинейной траекто-
рии 

Рисунок 11 показывает смоделированную 

криволинейную траекторию. 

На рисунке 13 показано, как ведет себя 

набор ускорений выбранной точки робота: (�)(l), (�*(l), -} (l).  

На рисунке 12 показано, как ведет себя 

набор скоростей для выбранной точки робота: ()(l), (*(l), -� (l). 

Рисунки 14 и 15 иллюстрируют решение за-

дачи обратной кинематики: поведение угловых 

скоростей и угловых ускорений отдельных колес. 

На рисунке 16 показано решение задачи об-

ратной динамики: поведение приводных момен-

тов отдельных колес. 

Рисунок 17 демонстрирует величину 

ошибки между эталонной скоростью и скоро-

стью, полученной в модели прямой динамики. 
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Из рисунков 10 и 17 видно, что ошибки 

очень малы. Они проявляются только в переход-

ных процессах, когда скорость изменяется. По-

чти их нет, когда скорость постоянна, что под-

тверждает правильность полученных результа-

тов. 

  
Рис. 11. Сымитированная криволинейная траектория 

 

Рис. 12. Набор скоростей для выбранной точки  

робота 

 

  
Рис. 13. Набор ускорений для выбранной точки  

робота 

 

Рис. 14. Поведение угловых скоростей колес 

 

 
 

Рис. 15. Поведение угловых ускорений колес Рис. 16. Поведение приводных моментов колес 
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Рис. 17. Ошибка скорости 

Вывод. 
В рамках данного исследования была разра-

ботана динамическая модель мобильного робота 

с шестью колесами Илона. Модель была постро-

ена на основе уравнений Лагранжа второго рода 

с использованием множителей. Для проверки 

корректности модели было проведено численное 

моделирование в среде Matlab Simulink, включа-

ющее движение робота по двум траекториям: 

прямолинейной и криволинейной. 

Результаты моделирования показали: 

1. На прямолинейной траектории наблюда-

лись разные знаки приводных моментов колес 

после стабилизации скорости: моменты τ2, τ3, τ5, 

τ6 были положительными, а τ1, τ4 – отрицатель-

ными. 

2. На криволинейной траектории все знаки 

моментов были положительными после стабили-

зации скорости. 

Данный результат демонстрирует, что пря-

молинейное движение способствует снижению 

отрицательных эффектов трения на колеса. До-

полнительно, малые значения ошибки скорости 

подтвердили точность и корректность предло-

женной модели. 

Разработанная модель может быть использо-

вана в будущем для проектирования и управле-

ния мобильными роботами в условиях, требую-

щих высокой маневренности. 

В перспективе дальнейшие исследования 

могут быть направлены на разработку обобщён-

ной модели мобильных платформ с шестью коле-

сами Илона, включающей различные геометри-

ческие конфигурации, такие как круг, овал и пря-

моугольник. Такой подход позволит избежать 

необходимости проведения отдельных исследо-

ваний для каждой возможной конструкции и 

обеспечит возможность их сопоставления с 

точки зрения динамических характеристик. 

Кроме того, перспективным направлением явля-

ется оптимизация геометрических параметров 

платформы и численный анализ её поведения в 

сравнении с традиционными прямоугольными 

платформами, представленными в работах [13]-

[14]. Это позволит глубже понять преимущества 

различных конфигураций и повысить эффектив-

ность проектирования мобильных роботов. 

Таблица 1  

Список обозначений 

АУТС Автоматически управляемые транс-

портные средства 

O,xl,yl,zl система координат 

δ угол между осью колеса и осью каче-

ния [рад] 

α угол между осью xl и осью колеса a 

[рад] 

 ��  угловая скорость колеса Илона [рад/с] 

 r расстояние между осью колеса и зем-

лей [м] 

 () скорость центра робота (O) в направле-

нии x [м/с] 

 (* скорость центра робота (O) в направле-

нии y [м/с] 

 -�  угловая скорость робота [рад/с] 

 m) , m* координаты центра колеса [м] 

O центр массы робота 

R радиус платформы робота [м] 

q вектор обобщенных координат 

Q вектор обобщенных сил 

L кинетический потенциал системы 

[кг·м²·с⁻²] 

E полная кинетическая энергия системы 

[кг·м²·с⁻²] 

U потенциальная энергия системы 

[кг·м²·с⁻²] 

Ep кинетическая энергия платформы 

[кг·м²·с⁻²] 

Ew кинетическая энергия колес Илона 

[кг·м²·с⁻²] 

mp масса платформы [кг] 

Ip массовый момент инерции платформы 

робота [кг·м²] 

mw масса колеса Илона [кг] 

Iw массовый момент инерции колес 

Илона относительно оси вращения ко-

леса [кг·м²] 

IwzL массовый момент инерции колеса 

Илона относительно оси ez, проходя-

щей через точку o [кг·м²] 

mpс масса робота [кг] 

Ipс массовый момент инерции робота 

[кг·м²] 

τ крутящий момент двигателя колеса 

[кг·м²·с⁻²] 

Gp вес платформы мобильного робота 

[кг·м·с⁻²] 

Gi вес i-го колеса Илона [кг·м·с⁻²] 

μ коэффициент сухого трения 

f коэффициент трения качения [м] 

T сила сухого трения [кг·м·с⁻²] 

N сила давления [кг·м·с⁻²] 

D работа системы сил [кг·м²·с⁻²] 

RF реакционная сила [кг·м·с⁻²] 

 P мощность обобщенных сил [кг·м²·с⁻³] 
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DEVELOPMENT OF A DYNAMIC MODEL FOR A MOBILE ROBOT WITH SIX 
MECANUM WHEELS 

Abstract. This study focuses on the analysis of a mobile robot with six Mecanum wheels. Among all ground 

transportation systems, the robot equipped with Mecanum wheels possesses exceptional maneuverability and 

operates effectively in warehouse environments requiring precise control and high mobility. This type of robot 

was chosen as the research object for its combination of versatility and simplicity in implementation. 

The goal of this work is to develop a dynamic model of a mobile robot with six Mecanum wheels, enabling 

motion analysis and control. To achieve this, the following tasks were undertaken: a critical review of existing 

scientific and technical sources, the development of the robot's dynamic model, and its computer simulation. 

The dynamic equations were derived using Lagrange's equations of the second kind, accounting for the key 

parameters of motion. 

The mobile robot is considered a planar mechanism capable of linear and angular movement on a hori-

zontal plane. It is assumed that motion occurs under the condition of pure rolling of the wheels without slip-

ping. The dynamic model was validated through simulation of motion along two trajectories: straight and 

curved. The simulation results demonstrated the high accuracy of the proposed model, as confirmed by the 

small velocity error values. 

Keywords: Dynamic robot modeling, Mobile robot, Mecanum wheel, Mobile system navigation, Robot 

motion analysis. 
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