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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ ПРОГИБОВ ИЗГИБАЕМЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ  
ЭЛЕМЕНТОВ НА ОСНОВЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ДЕФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 

Аннотация. Целью работы является численная реализация определения остаточных прогибов 

железобетонных элементов на основе нелинейной деформационной модели. Для решения уравнений в 

физически нелинейной постановке применен метод итераций в сочетании с Microsoft Excel и VBA. 

Большинство существующих инженерных методов поверочного расчета и усиления изгибаемых эле-

ментов базируется на подходах, основанных на определении интегральных жесткостных характери-

стик сечения по упрощенным методикам. Новую актуальность эта проблема приобретает при ис-

пользовании действующих норм, когда необходимо учесть особенности нелинейного деформирования 

материалов, режим загружения, предысторию работы конструкции. В статье рассмотрено приме-

нение нелинейной деформационной модели при расчете остаточных прогибов, для чего изгибаемый 

элемент разбивается на отдельные участки, на каждом из которых вычисляются жесткости на ос-

нове нелинейной деформационной модели. При решении систем уравнений равновесия нелинейной де-

формационной модели применяется метод итераций. На участках с трещинами напряжения в арма-

туре корректируются коэффициентом, учитывающим неравномерность их распределения в сечении 

с трещиной и между ними. После определения жесткостных коэффициентов в каждом сечении про-

изводится определение перемещения путем интегрирования численным методом трапеций значений 

на участках единичных моментов и вычисленной кривизны. Строится график «нагрузка-прогиб» и ап-

проксимируется квадратным полиномом с выводом аналитической зависимости для определения 

остаточных прогибов, а также напряжено-деформированного состояния изгибаемых элементов в 

целом. Приведен анализ и сравнение результатов с нормативной методикой. Численный пример пока-

зал хорошую сходимость с нормативной методикой. 

Ключевые слова: нелинейная деформационная модель, изгибаемые железобетонные элементы, 

метод итераций, жесткость, остаточные прогибы. 

Введение. Обследование сборных и моно-

литных железобетонных изгибаемых конструк-

ций, особенно в условиях появления и развития 

существенных эволюционных или спонтанно 

приобретенных деформаций, ставящих под во-

прос достаточную несущую способность кон-

струкции, представляют собой значительный 

объем полевой практики строительно-техниче-

ского эксперта. Выявление причин дефектов и 

повреждений конструкций, условий возникнове-

ния напряженно-деформированного состояния, 

приведшего к недопустимым перемещениям ее 

отдельных сечений и фрагментов, влияние уста-

новленных инструментально дефектов на пара-

метры ее усиления и безопасность дальнейшей 

эксплуатации конструкции требует выявления 

причин деформаций и связанных с ними остаточ-

ных прогибов. Основанная на инструментально 

установленных деформациях конструкций рас-

четная модель усиливаемого изгибаемого эле-

мента проверяется поверочным расчетом, реали-

зующим общепринятые в профессиональном со-

обществе расчетные методы и алгоритмы, опери-

рующие установленными дефектами как количе-

ственными факторами, снижающими проектную 

несущую способность конструкции, и в этой 

связи содержащими ряд дискуссионных положе-

ний расчета, имеющих существенный исследова-

тельский потенциал. Большинство существую-

щих инженерных методов поверочного расчета и 

усиления изгибаемых элементов базируется на 

подходах, основанных на определении инте-

гральных жесткостных характеристик сечения 

изгибаемого элемента по упрощенным методи-

кам. В то же время действующие нормы обязы-

вают при поверочном расчете конструкции 

учесть особенности нелинейного деформирова-

ния материалов, режим загружения элемента и 

предысторию ее работы под нагрузкой. Основ-

ное затруднение на практике в расчетах усилива-

емых изгибаемых элементов вызывает учет нели-

нейной работы материалов конструкции, допу-

стимость и рациональность применяемых алго-

ритмов определения жесткостных характеристик 

сечений элемента в условиях отсутствия обще-

принятой методики, представленной в норматив-
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ных документах. В данной работе рассматрива-

ется численная реализация определения остаточ-

ных прогибов изгибаемых железобетонных эле-

ментов на основе нелинейной деформационной 

модели. Для решения уравнений в физически не-

линейной постановке применен метод итераций 

в сочетании с Microsoft Excel и VBA.  

Материалы и методы. Использование не-

линейной деформационной модели (НДМ) желе-

зобетона позволяет в наиболее полной степени 

приблизить расчетную схему конструкции к фак-

тическим условиям работы материала, обладаю-

щего переменными по времени и уровню нагру-

жения физико-механическими характеристи-

ками. Традиционно отмечается не только воз-

можность учета переменных свойств материала 

при расчете на предельных и близких к ним де-

формациях и напряжениях, но и следующая из 

этого существенно большая точность получае-

мых результатов расчета, особенно при анализе 

конструкций, обладающих приобретенными в 

процессе награждения или начальными дефор-

мациями, или при анализе стадии разрушения 

элемента. НДМ обеспечивает наиболее полный 

учет влияние хронологии нагружения на свой-

ства и реакцию конструкции, связанную как с 

длительностью приложения нагрузки, так и ха-

рактерной для всех бетонов релаксацией напря-

жений, что особенно важно при анализе долго-

вечной работы и долгосрочной надежности кон-

струкций. Учет присущих железобетону неодно-

родностей материала (включения, нарушения 

сплошности), влияющих на напряженно-дефор-

мированное состояние конструкции и ее инже-

нерные характеристики обеспечивается исполь-

зованием НДМ в основе методов количествен-

ного анализа дефектов и повреждений как при 

проектировании новых, так и оценке техниче-

ского состояния существующих железобетонных 

конструкций [1, 2]. НДМ лежит в основе методов 

учета температурно-влажностных режима окру-

жающей конструкцию среды и долгосрочного 

прогноза ее безопасности в этих условиях [3, 4]. 

Однако, следует отметить, что применение нели-

нейной деформационной модели требует более 

сложных вычислительных методов и большего 

объема данных, чем линейная модель. Также, не-

линейная модель может быть более трудоемкой 

в использовании и требовать более высокой ква-

лификации инженера для ее применения. 

Основная часть. Для решения рассматрива-

емой задачи изгибаемый элемент разбивается на 

отдельные участки, на каждом из которых вы-

числяются жесткости на основе нелинейной де-

формационной модели [5, 6]. Для каждого 

участка составляется уравнение равновесия уси-

лие в материалах бетона и арматуры, и внутрен-

них сил от внешней нагрузки. При решении си-

стем уравнений равновесия нелинейной дефор-

мационной модели применяется метод итераций. 

На участках с трещинами напряжения в арматуре 

корректируются коэффициентом, учитывающим 

неравномерность их распределения в сечении с 

трещиной и между ними [7]. В расчете использу-

ются предпосылка что разгрузка происходит по 

упругому закону, пропорционально коэффици-

енту kmx. 

Определение остаточных прогибов в общем 

случае осуществляется по зависимости 

«нагрузка-прогиб»: 

qj = kmxj – plj,                   (1) 

гдеqj – нагрузка на элемент; j – прогиб в плоско-

сти действия изгибающего момента; plj –

остаточное значения прогиба при полной раз-

грузке; kmx – коэффициент пропорциональности, 

j – шаг загружения. 

  

 
Рис. 1. Определение остаточных параметров напряжений при разгрузке 



Вестник БГТУ им. В.Г. Шухова                                                                                                                          2023, №8 

33 

Расчет осуществляется разбиением кон-

струкции на расчетные участки и последующим 

определением на каждом из участков жесткости 

при изгибе D11. Для этого в каждом расчетном се-

чении составляется и решается система уравне-

ний равновесия (2)–(3): 

11 13 0
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D D M  


;                     (2) 

31 33 0

1

x

D D N  


.                (3) 
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 – кривизна балки в рассматривае-

мом сечении; 0 – относительная осевая деформа-

ция при сжатии (растяжении); D11, D22, D33 –

коэффициенты, определяемые по методике [8]. 

В общем виде решение на каждом шаге 

можно записать: 
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где  (k) – номер итерации; j  – шаг загружения. 

Сходимость итерационного процесса сле-

дует определять из условия: 

1 1 1ii i i ,i i ,i inD D D D D     , (6)

 
для всех или по крайней мере для одного i. 

Расчет ведем в следующем порядке: 

– задаются размеры, класс бетона, армирова-

ние, 

– сечение стержня разбивается на отдельные 

участки, 

– задаются площади участков бетона и арма-

туры Abij, Asij; 

– задаются начало координат (например, 

вверху) и координаты центра тяжести каждого 

участка xij, yij; 

– назначаются начальные кривизна, относи-

тельная деформациями и координата нейтраль-

ного слоя (обычно из условия упругой работы 

материалов). Например, для прямоугольного се-

чения на первом шаге итерации: 
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где Jbx, Jby – моменты инерции сечения (по бе-

тону); Eb  – начальный модуль упругости; Ab –

площадь поперечного сечения (по бетону); h –

высота прямоугольного сечения; b – ширина пря-

моугольного сечения; zy0j, zx0i –положение 

нейтрального слоя, 

– вычисляются относительные деформации 

на участках 
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– вычисляются напряжения и секущие мо-

дули бетона и стали согласно законам 
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– определяется новое положение нейтраль-

ного слоя:
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– вычисляются коэффициенты системы 

уравнений равновесия: 
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– вычисляются новые величины кривизны и 

осевой деформации на следующей итерации: 
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– расчет по формулам (8)-(18) продолжается 

пока не выполнятся условия: 
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где –точность расчета. 

Более подробно решение системы уравне-

ний (4)–(5) рассмотрены в [8]. 

На каждом шаге нагружения корректируем 

напряжения в арматуре по методике [8]. 

После определения D11 для каждого участка 

определяем прогибы методом сил по формуле: 

     
 

1

0
11

l p i ik

j
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M x ·M x
dx

D
   .               (24) 

После определения жесткостных коэф-

фициентов в каждом сечении производится рас-

чет перемещения путем интегрирования числен-

ным методом трапеций значений на участках 

единичных моментов и вычисленной кривизны 

[6]. Решение с определением прогибов также воз-

можно при помощи метода начальных парамет-

ров, который достаточно хорошо формализуем с 

точки зрения программирования [9, 10]. 

При определении прогибов следует 

учесть особенность распределение жесткости в 

сечение с трещиной и на участках между ними 

[7]. Для этого следует использовать эксперимен-

тальные зависимости в отношениях между мо-

ментом трещинообразования и моментом в сече-

нии, где определяется жесткость, напряжением в 

арматуре момент трещинообразования и соот-

ветствующим напряжением в рассматриваемом 

сечении [11]. 

Далее строим зависимость q() и аппрокси-

мируем ее в виде полинома: 

2q a b    ,                          (25) 

где  a и b – коэффициенты, аппроксимирующие 

зависимость q(). 

Остаточные прогибы определяем, решая 

уравнение: 

2

mx pl
k a b      .          (26) 

Так как kmx = b, то остаточный прогиб опре-

деляем по формуле: 

2

pl

a

b
    .                         (27) 

Алгоритмизация решения задачи в VBA осу-

ществляется в следующем факторном простран-

стве [12, 13]: 

 

Dim NnodC  As Integer ' Количество узлов бетона 

Dim XnodC() As Double 'Координаты узлов бетонных участков по оси X 

Dim YnodC() As Double 'Координаты узлов бетонных участков по оси Y 

Dim n As Integer 'Количество элементов бетона 

Dim Ab() As Double 'Площади бетона 

Dim X() As Double 'Координаты центров тяжести бетонных участков по оси X 

Dim Y() As Double 'Координаты центров тяжести бетонных участков по оси Y 

Dim XElem() As Double 'Текущие координаты элемента 

Dim YElem() As Double 'Текущие координаты элемента 

Dim NnodS  As Integer ' Количество узлов стали 

Dim XnodS() As Double 'Координаты узлов стальных участков по оси X 

Dim YnodS() As Double 'Координаты узлов стальных участков по оси Y 

Dim m As Integer 'Количество элементов арматуры 

Dim Aarm() As Double 'Площади арматуры 

Dim Xs() As Double 'Координаты центров тяжести бетонных участков по оси X 

Dim Ys() As Double 'Координаты центров тяжести бетонных участков по оси Y 

Dim XElemS() As Double 'Текущие координаты элемента 
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Dim YElemS() As Double 'Текущие координаты элемента 

Dim ZY0 As Double 'Координаты нейтрального слоя по оси X 

Dim ZX0 As Double 'Координаты нейтрального слоя по оси Y 

со следующими характеристиками бетона: 

Dim Epsilon() As Double 

Dim SigmaB() As Double 

Dim Ebred() As Double 

Dim NuB() As Double 

с учетом разрушенных элементов 

Dim ElemConcreteDead() As Double 

со следующими характеристиками стали: 

Dim EpsilonS() As Double 

Dim Esred() As Double 

Dim SigmaS() As Double 

параметрами искомых уравнений: 

Dim ChiX()  As Double 

Dim ChiY()  As Double 

Dim Epsilon0()  As Double 

Dim ChiXn()  As Double 

Dim ChiYn()  As Double 

Dim Epsilon0n()  As Double 

и при учете участков с трещиной 

Dim SectBeamCrc() As Double 

По отыскании участков с предполагаемыми трещинами: 

For i = 4 To NSectBeamM - 4 Step 4 

SectBeamCrc(i) = 1 'Элемент не разрушен 

Next i 

устанавливается количество сечений, в которых определяются прогибы: 

NSectBeam = Sheets(6).Cells(Rows.Count, 1).End(xlUp).Row - 2 

и количество сечений, в которых определяются жесткости: 

NSectBeamM = Sheets(6).Cells(Rows.Count, 15).End(xlUp).Row - 2 

 

Затем задаются приращения нагрузки, опре-

деляемые количеством шагов длительной части 

загружения (NFL = 10), последовательными при-

ближениями с контролем установленной сходи-

мости результатов итераций отыскивается 

нагрузка на этапе jF, по заданным величинам 

предельных относительных деформаций нели-

нейной диаграммы бетона и стали вычисляются 

напряжения и секущие модули бетона и стали на 

участках, используемые для определения пара-

метров напряженно-деформированного состоя-

ния сечения на этапе расчета. 

Результаты исследования. Для численной 

реализации методики определим остаточные де-

формации от постоянных и длительных нагрузок 

ql = 3,25 кН/м плиты перекрытия гражданского 

здания (пример 44 [14]): прямоугольного сечения 

размерами h = 20 см, b = 100 см, h0 = 17,3 см, про-

летом l = 5,6 м; тяжелый бетон класса B15 (Eb = 

24000 МПа; Rb,ser = 11 МПа, Rbt,ser = 1,1 МПа); рас-

тянутая арматура класса A400 (Es = 206 ГПа) c 

площадью поперечного сечения As = 7,69 см2 

(5d14). Диаграммы принимаем по приложению Г 

[15]. Значения предельных относительных де-

формаций при непродолжительном действии 

нагрузки принимались равными εb0 = –0,002,  

εb2 = –0,0035, εbt0 = 0,0001, εbt2 =0,00015. При про-

должительном действии нагрузки величины пре-

дельных относительных деформаций  

εb0,l = –0,0034, εb2,l = –0,0048, εbt0,l = 0,00024,  

εbt2,l = 0,00031. Диаграмма деформирования для 

стали принята по билинейному закону. 

Для автоматизации расчета была написана 

программа на языке VBA. По составленной про-

грамме строим зависимость нагрузки от переме-

щений q(). Также для численного анализа была 

построена зависимость q() на основе нелиней-

ных расчетов в программе ЛИРА-САПР с такими 

же диаграммами материалов. Результаты расчета 

даны на рис. 1 и в табл. 1. 

Предварительно определим момент трещи-

нообразования, при вычислении которого ниспа-

дающие ветвь диаграммы бетона не учитывается. 
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Режим загруженная принят для кратковременной 

нагрузки. Из численного решения по методике [8] 

получим Mcrc = 10,22 кНм. По формуле (9) нахо-

дим остаточные прогибы из данных методики не-

линейно-деформационной модели (НДМ): 

20,0036
10,509

0,
 

3284
pl

    = 1,21 мм, 

а по результатам расчетов по методу конечных 

элементов (МКЭ): 

20 0041
9 937

0 3 1
 

64
pl

,
,

,
    = 1,11 мм. 

 

Рис. 2. Результаты расчета зависимости q() 

Таблица 1 

Результаты расчета 

№ п/п Нагрузка, кН/м 

Прогибы, мм, Остаточные прогибы, мм, 

вычисленные по 

методике НДМ 

вычисленные по 

методике МКЭ 

вычисленные по 

методике НДМ 

вычисленные по 

методике МКЭ 

1 0,00 0,000 0,000 0,00 0,00 

2 0,65 1,914 1,962 0,04 0,04 

3 1,30 3,848 3,910 0,16 0,17 

4 1,95 5,827 5,874 0,37 0,39 

5 2,60 7,909 7,868 0,69 0,70 

6 3,25 10,509 9,937 1,21 1,11 

7 3,90 14,367 12,236 2,26 1,69 

8 4,55 18,039 14,848 3,57 2,48 

9 5,20 21,444 17,999 5,04 3,65 

10 5,85 24,578 21,442 6,62 5,18 

11 6,50 27,878 25,022 8,52 7,05 

12 7,00 32,294 27,920 11,43 8,78 
 

Расчеты по разработанной методике, ме-

тодом конечных элементов [9, 10] и примера 44 

[14] показывают, что прогибы имеют незначи-

тельное расхождение, представленное в табл. 2. 

Таблица 2 

Сравнение результатов расчета 

Методика расчета Прогиб, мм 

СП 63.13330.2018  26,34 

МКЭ 25,02 

Метод итераций (НДМ) 27,88 
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Выводы. Представлено подтверждение эф-

фективности подхода, лежащего в основе боль-

шинства существующих инженерных методов 

поверочного расчета и усиления изгибаемых же-

лезобетонных конструкций, основанного на 

определении интегральных жесткостных харак-

теристик сечения по упрощенным методикам. 

Подтверждена рациональность использования 

нелинейной деформационной модели при ис-

пользовании методик действующих норм, опре-

деляющих необходимость количественного 

учета особенностей нелинейного деформирова-

ния материалов, режима загружения и предысто-

рии работы конструкции. Продемонстрирована 

количественная и качественная эффективность 

применение нелинейной деформационной мо-

дели при расчете остаточных прогибов, при ко-

тором изгибаемый элемент разбивается на от-

дельные участки, на каждом из которых на ос-

нове нелинейной деформационной модели вы-

числяются жесткости. При решении систем урав-

нений равновесия нелинейной деформационной 

модели применяется метод итераций. На участ-

ках с трещинами напряжения в арматуре коррек-

тируются коэффициентом, учитывающим нерав-

номерность их распределения в сечении с трещи-

ной и между ними. После определения жесткост-

ных коэффициентов в каждом сечении произво-

дится определение перемещения путем интегри-

рования численным методом трапеций значений 

на участках единичных моментов и вычисленной 

кривизны. Строится график «нагрузка-прогиб» и 

аппроксимируется квадратным полиномом с вы-

водом аналитической зависимости для определе-

ния остаточных прогибов, а также напряжено-де-

формированного состояния изгибаемых элемен-

тов в целом. Приведен анализ и сравнение ре-

зультатов с нормативной методикой. Численный 

пример показал хорошую сходимость с норма-

тивной методикой. 

При помощи разработанной методики воз-

можно решать практическую задачу, часто встре-

чающуюся при обследовании, имея фактические 

деформации и нагрузку определять остаточные 

прогибы. Следует отметить, что важное значение 

имеет шаг разбивки конструкции на участки и 

учет в вычислении жесткости неравномерность 

напряжений между трещинами. Разработанная 

методика позволяет достовернее определять 

остаточные деформации, учитывая стадийность 

работы конструкции и позволяет с большей точ-

ностью по сравнению с нормативной методикой 

определять их прогибы, что может послужить 

действенным аналитическим инструментом в 

практической деятельности современного строи-

тельного эксперта. 
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DETERMINATION OF RESIDUAL DEFLECTIONS OF BENT REINFORCED 
CONCRETE ELEMENTS BASED ON A NONLINEAR DEFORMATION MODEL 

Abstract. The purpose of this work is to numerically implement the determination of residual deflections 

of reinforced concrete elements based on a nonlinear deformation model. To solve the equations in a physically 

nonlinear formulation, the iteration method is used in combination with Microsoft Excel and VBA. Most of the 

existing engineering methods for the verification calculation and reinforcement of bent elements are based on 

approaches based on the determination of integral stiffness characteristics of the section by simplified meth-

ods. This problem acquires new relevance when using the current norms, when it is necessary to take into 

account the features of nonlinear deformation of materials, loading mode, and the background of the structure. 

The article considers the application of a nonlinear deformation model in the calculation of residual deflec-

tions. To solve this problem, the bent element is divided into separate sections, on each of which stiffness is 

calculated based on a nonlinear deformation model. When solving systems of equilibrium equations of a non-

linear deformation model, the iteration method is used. In areas with cracks, the stresses in the reinforcement 

are adjusted by a coefficient that takes into account the unevenness of their distribution in the section with the 

crack and between them. After determining the stiffness coefficients in each section, the displacement is deter-

mined by integrating the values in the sections of unit moments and the calculated curvature by the numerical 

method of trapezoids. A load-deflection graph is constructed and approximated by a square polynomial with 

the derivation of an analytical dependence to determine the residual deflections as well as the stress-strain 

state of the bent elements as a whole. The analysis and comparison of the results with the normative method-

ology is given. Numerical example of calculation of good convergence with the normative methodology. 

Keywords: nonlinear deformation model, iteration method, residual deflections. 
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