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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ ЧЕРЕЗ  
ОГРАЖДАЮЩУЮ КОНСТРУКЦИЮ 

Аннотация. В настоящее время основным направлением энергосбережения в массовом строи-
тельстве является энергоэффективность конструктивных и объемно-планировочных решений зда-
ний и сооружений. Для оценки теплотехнических качеств ограждения необходимо знать не только 
величину сопротивления теплопередачи, но также температуры в любой плоскости ограждения при 
заданных значениях температур воздуха с одной и с другой стороны ограждения. Для понимания и 
описания процессов теплопередачи, а также определения распределения температуры внутри 
ограждающих конструкций Табунщиковым Ю.А. и Бродач М.М. была выведена математическая мо-
дель теплопередачи через ограждающую конструкцию. При рассмотрении одномерного переноса 
тепла перпендикулярно поверхности стены на внутренних границах между разнородными материа-
лами ограждающей конструкции предполагается непрерывность функций температуры T(x) и теп-
лового потока Q(x). В статье приведено аналитическое и численное решение краевой задачи для ста-
ционарной теплопередачи через многослойную ограждающую конструкцию, а также сравнение полу-
ченного решения с действующей нормативной документацией. Было проведено экспериментальное 
исследование в лаборатории для сравнения теоретического, полученного в математической модели 
теплопередачи, приведенной в статье, и экспериментального распределения температур, которое 
показало большую сходимость результатов и подтвердило верность математической модели. 

Ключевые слова: сопротивление теплопередаче, теплопроводность материала, тепловой поток, 
теплопередача, математическая модель теплопередачи, распределение температуры. 

 

 

1. Введение. В современном мире главным 
направлением новых технологий – является 
стремление к уменьшению вредных выбросов в 
атмосферу и сокращение использования невозоб-
новляемых энергетических ресурсов. Один из 
важнейших факторов, влияющих на объемы вы-
бросов – это сжигание топлива для получения 
энергии на отопление и выработки электриче-
ства. В ответ на этот вызов появились энергосбе-
регающие технологии, которые позволяют 
уменьшить затраты энергии на эксплуатацию 
зданий и сооружений. При использовании этих 
технологий затраты внешней энергии на поддер-
жание комфортного микроклимата в помещении 
минимизируются, а при применении технологий 
«пассивного» домостроительства стремятся к 
нулю. Для определения минимальных затрат на 
отопление и кондиционирование здания необхо-
димо точно знать сопротивление теплопередачи 
ограждающей конструкции, а также распределе-
ние температуры в ее толще. 

2. Теоретическая часть 
2.1. Общая модель теплопередачи через 

ограждающие конструкции 
В общем случае ограждающие конструкции 

являются неоднородными и могут содержать вен-
тилируемые или замкнутые воздушные про-
слойки, а также источники тепла. Процесс пере-
дачи тепла, в общем случае, является нестацио-

нарным. При определении математической мо-
дели теплопередачи через ограждающую кон-
струкцию будем считать: 

- теплотехнические характеристики матери-
алов слоев не зависят от влажности и темпера-
туры материала; 

- влияние откосов оконного проема, стыков, 
наружных углов, теплопроводных включений на 
деформацию температурного поля ограждения 
корректируется с помощью введения эквивалент-
ных теплотехнических показателей, так что тем-
пературное поле конструкции можно считать од-
номерным; 

- теплопередача через конструкцию проис-
ходит за счет теплопроводности и фильтрации 
воздуха; 

- имеют место потери (выделения) тепла, 
связанные с замерзанием (таянием) влаги в мате-
риале. 

С учетом принятых допущений уравнение 
теплопроводности для конструкции можно запи-
сать в виде [3]: 
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T* – температура фазового перехода вода–лед, 
°С; L – льдистость материала, доли единицы; w – 
весовая влажность материала, доли единицы;  
w – плотность воды, кг/м3;imel – удельная теплота 
фазового перехода, Дж/кг; ( –Т*) – дельта-
функция Дирака; JF – расход воздуха через еди-
ницу поверхности ограждения, кг/(м2ч); Qsou – 
удельная мощность источников тепла в огражде-
нии, Вт/м3; СR – удельная теплоемкость воздуха, 
Дж/(кг°С); c,  – соответственно удельная тепло-
емкость в Дж/(кг °С) и плотность материалов 
слоев ограждения, кг/м3. 

Граничное условие на внутренней поверхно-
сти ограждения включает количество тепла, пе-
редаваемого поверхностью теплопроводностью, 
количество тепла, воспринимаемого поверхно-
стью в результате лучистого и конвективного 
теплообмена, источники тепла, обусловленные 
фазовыми переходами. Граничное условие на 
наружной поверхности ограждения включает ко-
личество тепла, передаваемое поверхностью теп-
лопроводностью, количество тепла, воспринима-
емое поверхностью в результате конвективного 
теплообмена с наружным воздухом, лучистого 
теплообмена с «окружением», а также источники 
тепла, обусловленные солнечной радиацией, по-
глощенной поверхностью, и фазовыми перехо-
дами на поверхности. Оба условия имеют доста-
точно громоздкое математическое выражение 
[3]. 

В большинстве случаев для расчета тепло-
изолирующих свойств ограждающих конструк-
ций можно пренебречь льдистостью и воздухо-
проницаемостью материала, а также источни-
ками тепла [1]. Вышеприведенная модель при 
этом существенно не теряет в адекватности, зато 
значительно упрощается, что немаловажно для 
инженерных расчетов. Нестационарный теплопе-
ренос при этих допущениях описывается «клас-
сическим» уравнением теплопроводности [4], ко-
торое в отсутствии источников тепла имеет вид: 

T
t

T
c 


  div .                    (2) 

Добавляя к этому уравнению граничные 
условия 1-го рода, с использованием формулы 
определения температуры на внутренней поверх-
ности и аналогичной формулы для наружной по-
верхности стены [1], получим достаточно про-
стую краевую задачу. 

Для многослойных ограждающих конструк-
ций так же необходимо учесть различные коэф-
фициенты теплопроводности, удельной теплоем-
кости и плотности материалов различных слоев 
ограждающей конструкции. 

 
 

3. Краевая задача для стационарной теп-
лопередачи через трёхслойную ограждающую 
конструкцию 

3.1. Постановка задачи 
Ограждающая конструкция представляет со-

бой плоскую железобетонную стену толщиной 
H, содержащую внутри слой утеплителя (рис. 1). 
Воздух внутри помещения имеет известную тем-
пературу tв, наружная температура воздуха – tн. 
Прилегающие поверхности стены, соответ-
ственно, имеют температуры Tв и Tн, которые 
можно рассчитать, зная внутренние и наружные 
коэффициенты теплоотдачи. В качестве утепли-
теля выбран материал «пеноплэкс». 

 

 

Рис. 1. Структура ограждающей конструкции 
 

Требуется рассчитать распределение темпе-
ратуры внутри конструкции при следующих до-
пущениях. 

Оба материала предполагаются однород-
ными. Толщина стены H намного меньше ее вы-
соты и ширины, поэтому достаточно рассмотреть 
одномерный перенос тепла перпендикулярно по-
верхности стены. Процесс теплопередачи счита-
ется установившимся, то есть, рассматривается 
стационарная задача. Льдистость и воздухопро-
ницаемость материала, а также источники тепла 
внутри стройматериалов пренебрежимо малы. 

3.2. Математическая модель 
Математическая модель теплопереноса в вы-

шеуказанных условиях представляет собой крае-
вую задачу со стационарными уравнениями теп-
лопроводности: 
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где λб и λп – коэффициенты теплопроводности бе-
тона и утеплителя (пеноплэкса), соответственно. 
Учитывая, что эти коэффициенты являются кон-
стантами, имеем кусочно-линейное распределе-
ние температуры по оси х: 
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Тогда тепловые потоки в рассматриваемых 
областях являются константами: 























.,)(

,,)(

,0,)(

)(

23
3

3

212
2

2

11
1

1

Hxhприa
dx

dT
xQ

hxhприa
dx

dT
xQ

hxприa
dx

dT
xQ

xQ

бб

пп

бб







  (5) 

На внутренней поверхности стены согласно 
(7) имеем граничное условие Дирихле: 
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Аналогично для наружной поверхности 
стены получим граничное условие 
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На двух внутренних границах бетона и утеп-
лителя предполагается непрерывность функций 
температуры T(x) и теплового потока Q(x). 

Требуется найти T(x) при Hx 0 , а 
именно – определить значения трех пар коэффи-
циентов: a1, b1; a2, b2; a3, b3. 

3.3. Аналитическое решение краевой за-
дачи 

Учитывая вид функции температуры (5), из 
граничных условий на внутренней и наружной 
поверхностях стены (6), (7), соответственно, 
имеем 

вTb 1 ,                            (8) 

нTbHa  33 .                      (9) 

Из непрерывности T(x) на внутренних грани-
цах следует  

212111 bhabha  ,                  (10) 

32132212 )()( bhhabhha  .    (11) 

Условие непрерывности потоков Q(x) на 
внутренних границах позволяет получить два 
недостающих уравнения: 

21 aa пб   ,                       (12) 

32 aa бп   .                    (13) 

Уравнение (8) фактически представляет со-
бой тождество, определяющее значение коэффи-
циента b1. Из уравнений (12) и (13) следует ра-
венство a1 = a3, позволяющее коэффициент a1 

также исключить из системы уравнений. В ре-
зультате имеем невырожденную систему 4 ли-
нейных алгебраических уравнений с 4 неизвест-
ными – a2, b2; a3, b3. Решая эту систему относи-
тельно параметров задачи (автор использовал ме-
тод Гаусса), окончательно получаем расчетные 
формулы для определения коэффициентов, пред-
ставленные в таблице 1. 

Таблица 1  
 Расчетные формулы коэффициентов функции температуры 
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Граничные значения температур Tв и Tн рас-
считываются по формулам (6) и (7), принимая ве-
личины коэффициентов αв и αн по таблицам [СП 
50.13330.2012 «Тепловая защита зданий»]. Зна-
чения коэффициентов теплопроводности бетона 
λб взято из приложения Т [СП 50.13330.2012 
«Тепловая защита зданий»], а пеноплэкса λп взято 
на основании данных производителя, размещен-
ных на официальном сайте производителя [5]. 

Расчетное распределение температуры T(x) 
по толщине стены показано на рис. 2. 

Тепловой поток при этом составляет Q(x) = 
12,298 Вт/м2. 

Вычисления и построение графика выпол-
нены с применением табличного процессора MS 
Excel (рис. 3). 
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Таблица 2  
Значения параметров расчетных формул 

λб,  
Вт/(м·°С) 

λп,  
Вт/(м·°С) 

αв,  
Вт/(м2·°С) 

αн,  
Вт/(м2·°С) 

h1,  
м 

h2,  
м 

h3,  
м 

H,  
м 

Tв,  
°С 

Tн,  
°С 

1,92 0,033 8,7 23 0,14 0,1 0,14 0,38 20,59 -18,47 
 

Таблица 3  
Значения коэффициентов функции температуры 

Коэффициент ai Значение, °С/м Коэффициент bi Значение, °С 
a1 -6,405 b1 20,590 
a2 -372,665 b2 71,866 
a3 -6,405 b3 -16,036 

 
Рис. 2. Распределение температуры по толщине стены 

 
Рис. 3. Визуализация решения в MS Excel 

 

3.4. Численное решение краевой задачи 
Помимо аналитического решения проведено 

прямое численное моделирование теплопере-
носа, описываемого в каждом из 3 слоев стены 
уравнением (2) с соответствующими материалу 
коэффициентами теплопереноса , с граничными 

условиями (6), (7). Моделирование проведено с 
использованием пакета COMSOL Multiphysics 
5.3 (рис. 4).  

Физические параметры бетона и пеноплэкса 
взяты из источников, описанных выше, и приве-
дены на рис. 5. 
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Рис. 4. Моделирование в пакете COMSOL Multiphysics 
 

 

 

Рис. 5. Параметры расчета в COMSOL Multiphysics 
 
Как и следовало ожидать, в результате моде-

лирования независимо получено аналогичное 
распределение температуры, как и в аналитиче-
ском решении (рис. 6), тем самым подтверждает 
его корректность. 
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Рис. 6. Распределение температуры в результате моделирования в COMSOL Multiphysics 
 

3.5. Сравнение решения краевой задачи с 
теплотехническим расчетом согласно СП 
50.13330.2012 «Тепловая защита зданий» 

Для верификации полученных решений по-
ставленная задача также решена методом, осно-
ванном на понятии термического сопротивления 
ограждения, изложенным в п. 1.1. Для автомати-
зации расчетов и визуализации решения исполь-
зован табличный процессор MS Excel (рис. 7).  

Полученное распределение температуры 
полностью повторяет график, представленный 
рисунком 2. Максимальная разность решений со-
ставляет 1,0710–14, то есть имеет порядок вычис-
лительной погрешности ЭВМ, что еще раз под-
тверждает корректность полученного решения. 

 

 
Рис. 7. Расчет распределения температуры в ограждении через термическое сопротивление в 

 пакете MS Excel 
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4 Сравнение теоретического и экспери-
ментального распределения температур 

Для проверки полученных в математической 
модели данных был проведен эксперимент в ла-
боратории ФГБОУ ВО Кубанского Государ-
ственного Технологического Университета. 

Для проведения эксперимента был изготов-
лен образец стены размером 1000×1000×380 мм. 
Данные ограничения по геометрическим разме-
рам связаны с материально-технической базой 
кафедры «Архитектуры гражданских и промыш-
ленных зданий и сооружений» университета. Ис-
пытания проводились на климатической камере 
«тепло-холод-влага» М-40/80-1000-КТВХ. Обра-
зец представляет собой 3х слойную стену, состо-
ящую из 2-х слоев железобетона толщиной  
140 мм и утеплителя «Пеноплэкс» толщиной 100 
мм расположенного между ними. 

Температурно-влажностный режим со сто-
роны теплой зоны поддерживался климатиче-

ской системой установленной в помещении лабо-
ратории, любое воздействие воздушного потока 
на образец было исключено. Поддерживаемая 
температура в помещении составляла +22 °С. 
Температурно-влажностный режим со стороны 
холодной зоны поддерживался климатической 
камерой «тепло-холод-влага» М-40/80-1000-
КТВХ выставленной на температуру -19 °С, что 
соответствует температуре наиболее холодной 
пятидневки в г. Краснодаре согласно  
СНКК 23-302-2000 «Энергетическая эффектив-
ность жилых и общественных зданий нормативы 
по теплозащите зданий». 

В толще стены располагались 5 температур-
ных датчиков Dallas Instruments DS18B20, кото-
рые производят измерения температуры с точно-
стью ± 0,5 °С (в пределах от -10 до +85 °С). Два 
датчика находились на расстоянии 35 мм от 
наружных граней стены, два датчика на границе 
бетона и утеплителя и один датчик в центре утеп-
лителя.  

            
 

Рис. 8. Процесс изготовления макета наружной стены экспериментального здания 
 

Со стороны теплой зоны распределение тем-
пературы и теплового потока по поверхности 
стены контролировали 5 датчиков температуры и 
5 датчиков теплового потока, входящих в изме-
рительный комплекс ИТП-МГ4.03/Х(У) «По-
ток».  

Испытания проводились в соответствии с 
ГОСТ 7076-99 «Материалы и изделия строитель-
ные. Метод определения теплопроводности и 
термического сопротивления при стационарном 
тепловом режиме». Все измерения проводились 
после установления стационарного теплого ре-
жима конструкции. 

Результаты проведения испытаний показали 
следующие выводы: Температура на поверхно-
сти конструкции со стороны теплой зоны состав-
ляла +21,2 °С, что на 3 % отличается от резуль-

тата, полученного при математическом модели-
ровании. Температура на первом датчике внутри 
конструкции стены составляла +19,81 °С, на вто-
ром датчике составляла +18,5 °С, на третьем 
+0,45 °С, на четвертом -17,94 °С и на пятом  
-18,81 °С, что в среднем на 3 % отличается от ре-
зультата, полученного при математическом мо-
делировании. 

После проведения испытаний мы можем 
сделать вывод о том, что математическая модель, 
составленная в пункте 2 статьи верна и подтвер-
ждается результатами испытаний. Значения тем-
ператур внутри стены, измеренные с помощью 
приборов, имеют отклонения от значений темпе-
ратур, вычисленных по формулам (7) и (8). 

Основными причинами таких отклонений 
являются: 
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1. Повышенная воздухопроницаемость кон-
струкции, в результате чего могут происходить 
изменения температурного поля, не учитывае-
мые формулами (7) и (8). 

2. Иные значения коэффициентов тепло-
проводности материалов конструкции по сравне-

нию с принятыми в расчет, что может происхо-
дить вследствие изменения влажности материа-
лов и объемной массы от принятых. 

Чем точнее совпадает действительное рас-
пределение температур в стене с вычисленными 
по расчету, тем ближе к стационарным условиям 
теплопередача через конструкции. 
 

 
Рис. 9. Процесс проведения испытаний макета наружной стены экспериментального здания 

 

 
 

Рис. 10. Распределение температуры в конструкции, полученное в ходе испытаний 
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MATHEMATICAL MODELING OF HEAT TRANSMISSION THROUGH  
THE ENCLOSURE CONSTRUCTION 

Abstract. Currently, the main direction of energy saving in mass construction is the energy efficiency of 
structural and space-planning solutions of buildings and structures. To evaluate the thermotechnical qualities 
of the enclosure, it is necessary to know the value of the heat transfer resistance and the temperature in any 
plane of the enclosure at given air temperatures on one and the other side of the enclosure. To understand and 
describe the processes of heat transfer, as well as to determine the temperature distribution inside the enclos-
ing structures, Tabunshchikov Y.A. and Brodach M.M. derived a mathematical model of heat transfer through 
the enclosing structure. When considering one-dimensional heat transfer perpendicular to the wall surface at 
the internal borders between dissimilar materials of the building envelope, it is assumed that the temperature 
functions T (x) and the heat flow Q (x) are continuous. The article presents an analytical and numerical solu-
tion of a boundary value problem for stationary heat transfer through a multilayer enclosing structure, as well 
as a comparison of the obtained solution with the current regulatory documentation. An experimental study is 
conducted in the laboratory to compare the theoretical, obtained in the mathematical model of heat transfer 
given in the article, and the experimental temperature distribution, which shows greater convergence of the 
results and confirms the validity of the mathematical model. 

Keywords: heat transfer resistance, thermal conductivity of the material, heat flux, heat transfer, mathe-
matical model of heat transfer, temperature distribution. 
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