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Конструктивное совершенствование классифицирующих устройств позволяет повысить про-

изводительность шаровых мельниц, снизить удельные энергозатраты на процесс помола матери-
ала.  Актуальной является разработка методики расчета, позволяющей установить величину и 
направления приложения нагрузок на конструкцию устройства. В статье приводится описание ма-
тематической модели процесса пространственного движения мелющих тел, их взаимодействия с 
бронефутеровкой, друг другом в конусообразной и цилиндрической камерах мельницы. Рассматри-
вается, основанная на математической модели, методика расчета нагрузок на классифицирующие 
устройства от действия мелющих тел. Приведены результаты расчета действующих на цилиндри-
ческое классифицирующее устройство промышленной мельницы нагрузок, напряжений и деформа-
ций в его конструкции, полученные с использованием систем автоматизированного проектирования. 

Ключевые слова: шаровая мельница, классифицирующее устройство, мелющее тело, матема-
тическая модель процесса, методика, нагрузка, деформация.  

Введение. Шаровые мельницы распростра-
нены в различных отраслях промышленности для 
грубого и тонкого помола различных материа-
лов. Эти мельницы имеют относительную про-
стоту конструкции и эксплуатации. Их универ-
сальность позволяет использование в условиях 
сухого и мокрого способа измельчения как одно-
компонентных, так и многокомпонентных шихт 
и шламов, обеспечивая достаточно высокую од-
нородность распределения частиц в измельчен-
ном продукте по их крупности и составу. Нера-
циональность процессов движения шароматери-
альной загрузки, выделения из ее среды кондици-
онных частиц материала приводит к невысокой 
эффективности процесса помола, следствием 
чего является снижение производительности и 
повышение удельного расхода электроэнергии. 
Это ограничивает преимущества шаровых мель-
ниц перед аналогичными помольными агрега-
тами [1–5]. Эволюционное совершенствование 
шаровых мельниц осуществляется на протяже-
нии всей истории их существования. Одним из 
направлений их модернизации является измене-
ние конструкций внутримельничных устройств, 
позволяющих осуществлять процесс выделения 
из шароматериальной загрузки частиц матери-
ала, достигших определенной крупности, и пода-
вать на последующее доизмельчение или направ-
лять в готовый продукт [6]. Это значительно сни-
жает нерациональное переизмельчение мелких 

частиц и их демпфирующее воздействие на ме-
лющие тела при разрушении крупных, что повы-
шает эффективность процесса помола.  

Внутримельничные устройства при враще-
нии корпуса мельницы испытывают достаточно 
высокие динамические нагрузки со стороны ме-
лющих тел, меняющиеся как по величине, так и 
по направлению. В результате взаимодействия с 
шароматериальной загрузкой происходит их из-
нос, что снижает прочностные параметры. Уста-
новление точных значений этих параметров поз-
воляет, с использованием современных про-
граммных продуктов, разработать конструкцию 
устройства с возможностью длительной его экс-
плуатации при достаточно стабильных техноло-
гических характеристиках помольного агрегата. 

Решению этой проблемы посвящено доста-
точно много работ. Рассматриваемые в них мето-
дики носят преимущественно индивидуальный 
характер, предполагают использование доста-
точно серьезных допущений при определении 
места, направления и величин приложения, дей-
ствующих на внутримельничные устройства 
нагрузок.  

Так, в работе [7] предлагается методика рас-
чета сил, действующих на элементы цилиндриче-
ского классифицирующего устройства, основы-
вающаяся на графоаналитическом методе [8].  
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где L  длина k-го сектора классифицирующего 
устройства, м; i – номер сектора контура загрузки 
(i = 1,2,3), γшм  объемный вес шароматериальной 
загрузки, Н/м3; g  ускорение свободного 
падения, м/с2; ρ0к и ρ1к – радиусы, 
ограничивающие контур мелющей загрузки, м; 
∆νк – угловой сектор, рад. 

Автором в основу методики взято движение 
отдельного мелющего тела, не учитываются его 
размеры, вращение, проскальзывание по футе-
ровке корпуса мельницы, перемещение в рядом 
находящиеся слои мелющих тел. Параметры дви-
жения рассматриваемого мелющего тела распро-
страняются на другие мелющие тела. Методика 
разработана для каскадного режима движения 
мелющей загрузки, хотя для эффективного про-
текания процесса измельчения материала в 
устройстве целесообразен смешанный. Приве-
дённые особенности подхода к разработке мето-
дики расчета свидетельствуют о том, что ее при-
менение может привести к достаточно серьезным 
погрешностям вычислений. 

Методика. Заслуживает особого интереса 
дискретно-событийный подход к процессу дви-
жения мелющих тел [9–13]. В рамках этого под-
хода разработана математическая модель, адек-
ватно описывающая протекающие в цилиндриче-
ской или конусообразной камере шаровой мель-
ницы процессы пространственного движения ме-
лющих тел, взаимодействия с бронефутеровкой и 
друг другом. В основу математической модели 
положено движение отдельно взятого сфериче-
ского мелющего тела, которое последовательно 
взаимодействует с другими мелющими телами 
сферической формы, а также бронефутеровкой 
камеры и ограничивающих ее перегородок или 
днищ. Взаимодействия сферических мелющих 
тел с бронефутеровкой и друг с другом рассмат-
риваются как мгновенные и вызывают изменения 
скоростей, которые изменяются также мгно-
венно. Мелющие тела на интервалах времени 
между соударениями движутся под действием 
силы тяжести по параболическим траекториям. 

Время движения мелющего тела до броне-
футерованной конусообразной поверхности ка-
меры определяется из уравнения:  

 
2

2 2 24 3 2 2

1

2
2 2 1

' '
4

2 ' ' ' ' '2 cos

' 0.2 cos

iy ix iy i m iz

m si
i ix i iy m i m iz

m

m si
i i m i

m

g
t V g t V V y g tg V t

D rx V y V tg z tg V t

D rx y tg z



 



                 
                  

             

 (2) 

где ', ',i ix y 'iz и , ,ix iy izV V V  –координаты центра масс 

мелющего тела в момент начала отсчета времени 
и проекции скорости на оси координат, соответ-
ственно, м; 1mD – диаметр конусообразной камеры 

у большего основания, м; m – угол между  обра-

зующей и продольной m -го конуса, рад; sir - ра-

диус i -го мелющего тела, м. 
При приравнивании угла m  к нулю уравне-

ние (2) позволяет определить время движения ме-
лющего тела до бронефутерованной цилиндриче-
ской поверхности камеры. 

Введем следующие обозначения. zI – момент 
инерции корпуса мельницы относительно оси Z
(рисунок 1); sx , sy – координаты точки взаимодей-

ствия; , ,x y zS S S – проекции импульса взаимодей-

ствия на соответствующие оси; xn , yn , zn , x , y , 

z , , ,x y zb b b – проекции единичных векторов ло-

кальной системы координат (рис. 2); , ,n bS S S – 

проекции импульса взаимодействия на соответ-
ствующие оси локальной системы координат; f – 

коэффициент трения скольжения; k – коэффици-
ент восстановления при ударном взаимодействии; 
для i -го сферического тела: im – масса, iI – момент 
инерции, , ,in i ibV V V и i – проекции скорости цен-

тра масс и угловой скорости на соответствующие 
оси. За локальную принята система координат с 
началом в точке взаимодействия и направлением 
осей: n – вдоль нормали взаимодействия, – вдоль 
вектора относительной скорости, b – перпендику-
лярно осям n и . При изменении положения ме-
ста взаимодействия происходит изменение проек-
ций единичных векторов  
( , , , , , , , ,x y z x y z x y zn n n b b b   ) локальной системы 

координат и координат точки взаимодействия ( sx

и sy ).  

Обозначим индексы параметров следую-
щими цифрами: 0 и 2 – до и после взаимодействия; 
1 – в момент, когда сила трения обращается в 
ноль. 

Импульсы взаимодействия мелющего тела с 
бронефутеровкой камеры мельницы и эффектив-
ный коэффициент трения скольжения   опреде-
ляются следующими выражениями:  
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Рис. 1. Бронефутерованная камера в абсолютной  

системе координат 
 

 
Рис. 2. Мелющее тело в локальной системе  

координат 
 

Нагрузка от воздействия мелющих тел с си-
лой F  на фрагмент поверхности бронефутеровки 
камеры площадью Q  вычисляется как q'  = /F Q . 

Касательная F  и нормальная nF составляющие 
силы F  рассчитываются как: 
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Здесь t – период времени, за которое уста-
навливается нагрузка; n – количество взаимодей-
ствий с мелющими телами  за период времени  

t ; iS  и inS – касательный и нормальный  им-

пульсы i -го взаимодействия. 
Бронефутерованные поверхности цилиндри-

ческой или конусообразной (рис. 3) камер разде-
ляются на lN участков в направлении оси враще-
ния Z  и на N секторов в поперечных сечениях. 
Определим номер участка на бронефутерованной 
поверхности конусообразной камеры, взаимо-
действующего с мелющим телом в точке, имею-
щей координаты ( ), ,s s sx y z . Конусообразная ка-

мера характеризуется: углом m  наклона образу-

ющей, длиной ,mL  диаметром 1mD  у большего ос-
нования. 

Длина l  участка (рис. 3), при их количестве

lN , равна: 

/ .m ll L N                                 (7) 

 
Рис. 3. Схема к разделению конусообразной камеры 

на участки 
 

Его номер (в направлении оси Z ): 
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Угол между ограничивающими сектор ради-
усами: 

2 .N
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Номер этого сектора: 
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где s – угол между радиус-вектором точки вза-
имодействия и осью OX . 
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Развёртка выделяемого фрагмента поверх-
ности бронефутеровки камеры представляет 
форму трапеции. Её высота вычисляется как 

/ cos mh l   , а размеры оснований – нижнего 1H

и верхнего 2H :  

1
1 tg .2

m
sl m

DH N l       
 

           (12) 
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m
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Площадь выделяемого фрагмента поверхно-
сти в форме трапеции:  
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Основная часть. Для компьютерной реали-
зации процессов движения мелющих тел в ка-
мере цилиндрического классифицирующего 
устройства, их взаимодействия с бронефутеров-
кой и друг с другом формируются начальные по-
ложения мелющей загрузки [14]. Затем для ме-
лющих тел осуществляется расчёт процессов их 
движения, взаимодействия с бронефутеровкой и 
друг с другом. На бронефутеровке устройства 
устанавливается номер фрагмента и координаты 
точки взаимодействия с мелющим устройством. 
Импульсы взаимодействия мелющих тел с броне-
футеровкой суммируются по соответствующим 
фрагментам за назначенный промежуток вре-
мени и рассчитываются действующие на фраг-
менты нагрузки.   

Для шаровой мельницы D×L=2×10,5 м осу-
ществлен расчёт напряжённо-деформированного 
состояния цилиндрического классифицирую-
щего устройства. Была принята рабочая относи-
тельная частота вращения барабана мельницы ψ 

= 0,76 ψкр. Устройство длиной L = 0,9 м, с внут-
ренним диаметром Dцку = 1,8м выполнено из 
стальных стержней диаметром dc = 0,06 м, распо-
ложенных с промежутками и образованием щеле-
вых отверстий шириной aщо = 0,003 м и длиной lо 
= 0,2 м. Материалом стержней является сталь 
09Г2С ГОСТ 2590-206 ([σт ] = 275 МПа). Устрой-
ство загружено мелющими телами с коэффициен-
том φ = 0,3. Так как оно длительное время эксплу-
атируется в условиях высокого абразивного из-
носа, то рассматриваем состояние при 50 % из-
носе стержней по их диаметру. Воспользовав-
шись, в соответствии с [14], компьютерной реа-
лизацией процессов движения мелющих тел в ка-
мере устройства, их взаимодействия с бронефу-
теровкой и друг с другом рассчитали нагрузки на 
фрагменты конструкции устройства. Получен-
ные результаты, приведенные в таблице 1, при-
менили для расчёта напряжённо-деформирован-
ного состояния цилиндрического классифициру-
ющего устройства в CAD/CAM/CAE системе 
Unigraphicx NX [14]. Результаты расчета напряже-
ний и деформаций в конструкции устройства 
приведены на  рисунках 4-6.

Таблица 1 
Нагрузки на цилиндрическое классифицирующее устройство мельницы D×L = 2×10,5 м 
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Максимальные значения напряжений в ци-
линдрических стержнях – σ = 255,3 Мпа (меньше 
допускаемого [σт ] на 7 %); перемещений –  

8,3∙10-4 м характеризуют рабочее состояние 
устройства после  длительной эксплуатации.  
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а) б) 

Рис. 4. Распределение напряжений и деформаций в конструкции цилиндрического 
классифицирующего устройства  мельницы D×L=2×10,5 м: а) напряжения, б) деформации 

 

 
а) б) 

Рис. 5. Распределение напряжений и деформаций в стержне цилиндрического 
классифицирующего устройства  мельницы D×L=2×10,5 м: а) напряжения, б) деформации

 

   
а) б) 

Рис. 6. Распределение напряжений и деформаций в дистанционной вставке цилиндрического 
классифицирующего устройства  мельницы D×L=2×10,5 м: а) напряжения, б) деформации
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В рассматриваемом случае принята сварная 
конструкция цилиндрического классифицирую-
щего устройства, для чего была принята легко 
свариваемая низколегированная сталь, позволяю-
щая обеспечить надежное соединение элементов 
конструкции в условиях повышенных динамиче-
ских нагрузок. Для увеличения длительности экс-
плуатации устройства в условиях высокого абра-
зивного износа необходима периодическая 
наплавка рабочих поверхностей твердым спла-
вом. 

Выводы. Получена математическая модель, 
описывающая параметры процессов движения 
мелющего тела в конусообразной и цилиндриче-
ской камерах шаровой мельницы, взаимодей-
ствия с их бронефутеровкой и друг другом. Ис-
пользование математической модели позволяет 
осуществлять компьютерную реализацию рас-
сматриваемых процессов в камерах мельницы 
для всей мелющей загрузки в совокупности и 
устанавливать характеризующие их параметры. 
Разработана методика расчета нагрузок от воз-
действия мелющих тел на фрагменты поверхно-
сти бронефутеровки камер. С использованием 
разработанного программного обеспечения вы-
полнен расчет нагрузок, действующих на цилин-
дрическое классифицирующее устройство про-
мышленной шаровой мельницы. В программной 
среде CAD/CAM/CAE системы Unigraphicx NX 
рассчитаны напряжения и деформации в кон-
струкции устройства. 

*Работа выполнена в рамках Программы 
развития опорного университета на базе 
БГТУ им. В.Г. Шухова. 
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Hanin S.I., Starchenko D.N., Mordovskaya O.S., Harin N.P. 
COMPUTER-AIDED DESIGN SYSTEM APPLICATION FOR CALCULATION  
PARAMETERS OF STRENGTH OF BALL MILL CLASSIFICATION DEVICES 

Constructive improvement of the classification devices allows increasing capacity of ball mills, to reduce 
the specific energy consumption for the grinding process of the material. Developing methods of calculation 
that allows you to determine the magnitude and direction of applying loads to the design of the device is actual. 
The article describes the mathematical model of the process of the spatial motion of grinding media, their 
interaction with shell liners, and each other in the cone-shaped and cylindrical chambers of the mill. The 
method of calculating loads on classifying devices from the action of grinding media is considered based on a 
mathematical model. The results of calculation loads, strains and deformations acting on the cylindrical clas-
sifier of the industrial using mill in its design obtained using computer-aided design systems are presented. 

Keywords: ball mill, classification device, grinding media, mathematical model of the process, methods, 
load, deformation. 
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