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Косой изгиб рассматривается как одновременный изгиб бруса моментами Mz и My, для кото-

рых оси z и y являются главными центральными осями инерции сечения. Цель работы - выявление 
рациональных сечений для этого вида деформации при заданном дополнительном условии. Идея за-
ключается в надлежащем «обволакивании» материей силового поля. Способ ее осуществления - 
рассмотрение изопериметрической задачи, в которой при варьировании параметров поперечного 
сечения бруса его площадь остается постоянной. Рассмотрены два типа сечения: коробчатое и в 
форме Z. Из условий минимума функции напряжений выведены уравнения, позволяющие определить 
варьируемые параметры. Форма Z  оказалась намного эффективнее коробчатого профиля: экстре-
мальные напряжения на 25 % меньше. В изопериметрической задаче подбирается материал с рас-
четным сопротивлением, соответствующим экстремальному напряжению.  

Ключевые слова: косой изгиб, рациональное сечение бруса, экстремальные напряжения, изопе-
риметрическая задача. 

Введение. В отличие от прямого изгиба об-
щий случай изгиба, при котором плоскость дей-
ствия момента не совпадает с главной осью инер-
ции сечения, называется косым изгибом. 

Косой изгиб удобнее всего рассматривать 
как одновременный изгиб бруса моментами 𝑀௭ и 
𝑀௬, для которых оси z и y являются главными 
центральными осями инерции сечения, а плоско-
сти действия xz и yz – главными плоскостями 
бруса [1–3]. 

Основная часть. Зададим момент М на 
торце бруса в силовой плоскости, составляющей 
с главной плоскостью xy угол β (рис. 1) и обозна-
ченной следом f – f. Тогда 𝑀௭ = 𝑀cosβ, 𝑀௬ =

𝑀sinβ.  
Напряжение в точке (z,y) можно определить 

как алгебраическую сумму напряжений от 𝑀௭ и 
𝑀௬  [4–10]: 

σ௫ =  −𝑀 ൬
ୡ୭ୱβ

ூ
𝑦 +

ୱ୧୬β

ூ
𝑧൰.                  (1) 

Минус введен для согласования знаков 
между внутренним усилием и напряжением (по-
ложительный момент вызывает в точках первого 
квадранта отрицательные напряжения, то есть 
напряжения сжатия). 

Рассмотрим изопериметрическую задачу 
(площадь сечения А при неизменяемых размерах 
В и Н задана), заключающуюся в определении 
сторон b и h внутреннего прямоугольника, кото-
рые обеспечивают при заданном расположении 

силовой плоскости минимум абсолютной вели-
чины напряжений в опасных точках сечения и 
вместе с этим минимальный расход материала 
[11–13]. 

 
Рис. 1. Коробчатое сечение бруса со следом силовой 

плоскости f - f 

 
Итак, при 𝑏 = 𝑘𝐵 и  ℎ = 𝑚𝐻, получаем до-

полнительное условие в виде 

𝐴 = 𝐵𝐻(1 − 𝑘𝑚) = 𝑐   (𝑐 = const).    (2) 

Функция экстремальных напряжений 
(при 𝑧 = 𝐵

2ൗ , 𝑦 = 𝐻
2ൗ , 𝑧 = − 𝐵

2ൗ , 𝑦 = − 𝐻
2ൗ ) 

с дополнительным условием (2) получает вид: 

Ф =  
ெ

ு
ቂ

ୡ୭ୱஒ

ு(ଵିయ)
+

ୱ୧୬ஒ

(ଵିయ)
ቃ + λ[𝐵𝐻(1 − 𝑘𝑚)],                                           (3) 
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где 𝜆 – множитель Лагранжа, имеющий постоян-
ную величину в изопериметрический задаче. 

Условия минимума функции (3): 

𝜕Ф
𝜕𝑘ൗ = 0,    𝜕Ф

𝜕𝑚ൗ = 0,    𝜕Ф
𝜕λൗ = 0    (4) 

представляются в виде следующих уравнений:              

ெ

ு
ቂ

ுయୡ୭ୱஒ

ுమ(ଵିయ)మ +
ଷమ ୱ୧୬ஒ

మ(ଵିయ)మቃ − 𝐵𝐻𝑚λ = 0,    (5) 

 
ெ

ு
ቂ

ଷு యୡ୭ୱஒ

ுమ(ଵିయ)మ +
య ୱ୧୬ஒ

మ(ଵିయ)మቃ − 𝐵𝐻𝑚λ = 0,  (6) 

𝐵𝐻(1 − 𝑘𝑚) = 𝑐.                      (7) 

Из уравнений (5) и (7) находим соответ-
ственно: 

𝜆 =  
ெ

మுమ
ቂ

ுయୡ୭ୱஒ

ுమ(ଵିయ)మ +
ଷమ୫ ୱ୧୬

మ(ଵିయ)మቃ,   (8) 

𝑚 =
ଵ


ቀ1 −



ு
ቁ.                      (9)     

Подставляя выражения 𝜆 и m в уравнение 
(6), получаем синтезирующее уравнение: 

 
మ

ೖ
ୡ୭ୱஒ(ଵି



ಳಹ
)మ

ுቂଵି
భ

ೖమ(ଵି


ಳಹ
)యቃ

మ −
ଶయୱ୧୬ஒ

ቂଵିమቀଵି


ಳಹ
ቁቃ

మ = 0.    (10) 

 

Решение нелинейного уравнения (10) дает 
величину k, а, следовательно, и b. После этого из 
зависимости (9) находим величину m, а, следова-
тельно, и h. 

Доказательством минимума функции Ф слу-
жит положительная разность ее значений для 
сравниваемого варианта в надлежащей окрестно-
сти и полученного решения.  

В качестве числового примера рассмотрен 
случай: B = 10 см, H = 20 см, A = 122 см2, β = 30°. 
После подстановки этих значений в уравнение 
(10) и его решения получено значение k = 0,6, а 
затем по формуле (9) находим m = 0,65. Эти числа 
показывают, что стороны внутреннего прямо-
угольника  b = 6 см и h = 13 см не составляют 
единой пропорции со сторонами наружного пря-
моугольника B = 10 см и H = 20 см соответ-
ственно. 

Примечательно, что в случаях β = 0 и β = 90°, 
характерных для плоского изгиба, уравнение (10) 
выражает ориентацию на сплошное сечение. 

В конце XIX века немецкий ученый В. Роукс 
сформулировал закон «борьбы элементов» в ор-
ганизме, по которому максимум работы осу-
ществляется минимумом материала. Постоянное 
функциональное раздражение вызывает усиле-
ние действующего органа путем повышения по-
ставки вещества. Отсутствие раздражения позво-
ляет перенести вещество в другие органы, где, 
напротив, налицо повышение раздражения. Этим 

объясняется способность живых систем адапти-
роваться к длительным и многократным воздей-
ствиям внешних факторов умеренной интенсив-
ности путем как функциональной, так и морфо-
логической перестройки отдельных структур и 
систем. Таков процесс «обволакивания» мате-
рией силового поля [14]. 

Исследуя косой изгиб бруса, мы убеждаемся 
в том, что экстремальные напряжения в сечении 
образуются в квадрантах, в которых расположен 
след силовой плоскости. Следовательно, в этих 
квадрантах должно быть и сосредоточение мате-
риала. 

Указанному требованию удовлетворяет Z-
овый профиль (рис.2). В литературе по сопротив-
лению материалов эта идея не нашла отражения, 
а сам упомянутый профиль рассматривается как 
образец сложного сечения и не более того. 

Рассмотрим аналогичную задачу для этого 
профиля. Можно варьировать четыре параметра, 
определяющие конфигурацию сечения, но это 
значительно усложнит решение задачи. Принци-
пиально важно найти соотношение размеров b и 
t частей сечения, определяющих рациональное 
расположение материала при восприятии косого 
изгиба. 

 
Рис. 2. Z-овое сечение бруса со следом силовой  

плоскости f - f 

Представим геометрические характеристики 
сечения [15]: 

          𝐴 = ℎ𝑡ଵ + 2𝑡( 𝑏 − 𝑡ଵ);                  (11) 

          𝐼௭ =
ଵ

ଵଶ
[𝑏ℎଷ − (𝑏 − 𝑡ଵ)(ℎ − 2𝑡)ଷ];      (12) 

     𝐼௬ =
ଵ

ଵଶ
[ℎ𝑡ଵ

ଷ + 6𝑡𝑏ଶ(𝑏 − 𝑡ଵ)+2𝑡(𝑏 − 𝑡ଵ)ଷ]. (13) 

Дополнительное условие имеет вид: 

         𝐴 = ℎ𝑡ଵ + 2𝑡( 𝑏 − 𝑡ଵ) = с   (𝑐 = const). (14) 

Функция экстремальных напряжений 
(при  𝑧 = 𝑏 −

௧భ

ଶ
, 𝑦 =



ଶ
;   𝑧 = −(𝑏 −

௧భ

ଶ
), 𝑦 = −



ଶ
) по-

лучает вид: 
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Ф =  𝑀 
ୡ୭ୱ

ூ



ଶ
+

ୱ୧୬ஒ

ூ
ቀ𝑏 −

௧భ

ଶ
ቁ൨ + λ[ℎ𝑡ଵ + 2𝑡( 𝑏 − 𝑡ଵ)].                                   (15) 

Условия минимума функционала (15): 
𝜕Ф

𝜕𝑏ൗ = 0,   𝜕Ф
𝜕𝑡ൗ = 0,   𝜕Ф

𝜕λൗ = 0                                              (16) 
представляются в виде следующих уравнений: 

ିୡ୭ୱஒൣయି(ିଶ௧)య൧

[యି( ି௧భ)(ିଶ௧)య]మ +
ଵଶୱ୧୬ஒቄ௧భ

యା௧మ(ି௧భ)ିଶ௧(ି௧భ)యି௧(ି
భ
మ

)ൣ(ଷିଶ௧భ)ା(ି௧భ)మ൧ቅ

ൣ௧భ
యା௧మ(ି௧భ)ାଶ௧(ି௧భ)య൧

మ + 2𝑡λ = 0,         (17) 

 −
ଷୡ୭ୱஒ( ି௧భ)(ିଶ௧)మ

[యି( ି௧భ)(ିଶ௧)య]మ −
ଵଶୱ୧୬ (ି

భ
మ

) ൣ(మ(ି௧భ)ାଶ(ି௧భ)య൧

ൣ௧భ
యା௧మ(ି௧భ)ାଶ௧(ି௧భ)య൧

మ + 2(𝑏 − 𝑡ଵ)λ = 0,                (18) 

ℎ𝑡ଵ + 2𝑡( 𝑏 − 𝑡ଵ) = 𝑐.                                                                (19) 

Получив 𝜆 из уравнения (17) и выражение 

𝑡 =  
ି௧భ

ଶ(ି௧భ)
                             (20) 

из уравнения (19) и подставив их в уравнение 
(18), приходим к синтезирующему уравнению с 
неизвестным b (из-за громоздкости не приво-
дится). 

В качестве числового примера рассмотрен 
случай: h = 20 см, A = 122 см2, β = 30°. После под-
становки этих  значений  в  синтезирующее  урав-
нение и его решения  получаем размер сечения  
b = 11,3 см, а затем по формуле (20) − t = 3,5 см. 

Экстремальные напряжения, равные по мо-
дулю 0,0024M, оказались на 25 % меньше, чем в 
случае коробчатого сечения (0,0031M) при той 
же площади поперечного сечения.  

Выводы. Из двух сравниваемых сечений  
коробчатого и Z-ового   последнее при косом из-
гибе оказывается значительно эффективнее при 
расчетах на прочность. Можно предположить, 
что при варьировании четырьмя параметрами се-
чения можно достичь еще более рационального 
его варианта. В изопериметрической задаче под-
бирается материал, расчетное сопротивление ко-
торого соответствует экстремальному напряже-
нию. 

*Работа выполнена в рамках Программы 
развития опорного университета на базе БГТУ 
им. В.Г. Шухова. 
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Yuriev A.G., Tolbatov A.A., Smolyago N.A., Yakovlev O.A. 

RATIONAL SECTIONS OF THE BEAM AT THE SKEW BENDING 
The skew bending is considered as a simultaneous bending of a beam by the moments of Mz and My  for 

which axes z and y are the main axes of gravity of inertia of section. The work purpose – identification of 
rational sections for this type of deformation at the given side condition. The idea consists in suitable «con-
formal coating» by matter of a field of force. A way of its exercise - consideration of an isoperimetric task in 
which at variation of parameters of a transverse section of a beam its area remains to a constant. Two types 
of section are considered: box-shaped and in a form Z. The equations allowing to determine the varied pa-
rameters are brought out of conditions of a minimum of a stress function. The form Z was much more effective 
than a channel section: extremal stresses are 25 % less. In an isoperimetric task material with the calculated 
resistance corresponding to extreme tension is selected. 

Keywords: skew bending, rational section of a beam, extremal stress, isoperimetric task.                          
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