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Исследуются динамические режимы и бифуркации в импульсной системе управления нагрева-

тельной установкой, состояние которой описывается дифференциальными уравнениями с разрыв-
ными правыми частями. Показано, что рассматриваемая система может демонстрировать чрез-
вычайно большое многообразие нелинейных явлений и бифуркационных переходов, таких как, квази-
периодичность, мультистабильное поведение, хаотизация колебаний через классический каскад би-
фуркаций удвоения периода и бифуркации граничного столкновения. 
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Введение. Технология выращивания моно-
кристаллов представляет собой процесс управля-
емой кристаллизации, при котором качество рас-
тущего кристалла определяется точностью 
управления условиями фазовых переходов [1]. 
При выращивании кристалла синтетического 
сапфира необходимо обеспечить закон измене-
ния температуры в тигле от 25 С до 2050 С с 
определённой степенью наращивания и спада 
температуры, что предполагает применение ав-
томатической системы управления с возможно-
стью программного задания изменения темпера-
туры в тигле с заданной точностью. 

Теплотехнический объект, нагревательная 
установка, состоит из следующих зон: внутрен-
него печного пространства 1, заполненного воз-
духом или газом; нихромового электронагрева-
теля 2, равномерно распределённого во внутрен-
нем слое футеровки 3, состоящей из магнезито-
вого кирпича и внешнего слоя футеровки 4 из ми-
неральной ваты в цилиндрическом стакане из 
оцинкованной стали (рис. 1). Геометрическая 
форма печи – ограниченный цилиндр, сверху и 
снизу которого располагается футеровка.  

Для решения задачи синтеза закона управле-
ния классическим методом аппроксимации с ис-
пользованием свободно распространяемой биб-
лиотеки FOMCON по экспериментальной кривой 
разгона теплового объекта определена переда-
точная функция нагревательной установки сле-
дующего вида: 

,
1)s1)(Ts(T

K
W(s)

21 
                 (1) 

где K – коэффициент передачи объекта, T1,T2 – 
постоянные времени объекта [2, 3]. 

 

  
Рис. 1. Нагревательная установка 

 
Используемые в настоящее время регуля-

торы температуры с тиристорными преобразова-
телями существенно искажают форму кривой 
тока, потребляемого из сети, приводя к возникно-
вению в питающей сети несинусоидальных ре-
жимов. 

Для устранения указанных недостатков на 
базе патента авторов [4] разработана и реализо-
вана система управления нагревателем высокой 
мощности, построенная на основе высокочастот-
ного преобразователя электрической энергии с 
широтно-импульсным регулированием. Повы-
шение энергетических показателей с упроще-
нием управления технологическим объектом до-
стигается за счет использования в качестве клю-
чевых элементов преобразователя полевых тран-
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зисторов с применением дробных законов управ-
ления широтно-импульсной модуляцией, улуч-
шающих качество системы [5–7]. 

Однако в нелинейных импульсных системах 
при вариации параметров объекта управления, а 
также воздействии внешних возмущений воз-
можно возникновение сложных нелинейных яв-
лений, включая колебания на пониженных часто-
тах, кратных частоте модуляции, квазипериоди-
ческие и хаотические режимы [8, 9]. 

Следствием этого является многократное 
увеличение амплитуды колебаний температуры 
нагревательной установки, снижение точности 
регулирование и нарушение хода технологиче-
ского процесса. 

Целью данной работы является численное 
исследование бифуркационных явлений в дина-
мике импульсной системы управления нагрева-
тельной установкой.  

 
1. Постановка и аналитическое решение 

задачи 
Уравнение движения системы управления 

нагревательной установкой, непрерывная линей-
ная которой описывается передаточной функ-
цией (1), имеет вид 
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где x – температура в нагревательной установке; 
 , )(  – сигналы на входе и выходе широтно-

импульсного модулятора, соответственно; 
K  – коэффициент передачи непрерывной линей-
ной части системы; T1, T2 – постоянные времени. 

Введем 1xx  , 
2x

dt
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  и перепишем уравне-

ние движения (2) в нормальной форме Коши: 
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где T0 – период модуляции, τk – ширина им-
пульса, определяемая видом импульсной моду-
ляции. В работе рассматривается система с ши-
ротно-импульсной модуляцией первого рода 
(ШИМ-1) и пропорциональным корректирую-
щим звеном в цепи обратной связи. Тогда вход-
ной сигнал модулятора определяется выраже-
нием 

.))(( 01 TkxVref    

Здесь Vref – сигнал задания температуры 
нагревательной установки, β – коэффициент пе-
редачи датчика температуры, α – коэффициент 
усиления. 

При ШИМ-1 величина τk находится как: 
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где Vs – опорный сигнал модулятора. 
Введем обозначения  
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Уравнения движения (3) примут вид: 
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Исследование динамической системы (6) 
можно свести к изучению свойств двумерного 
кусочно-гладкого отображения: 
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Здесь ширина импульса τk согласно (5) опре-

деляется 
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где ( ,0)C   – матрица - строка. 

В исследованиях были выбраны следующие 
значения параметров модели: 

21TT  = 10240 c2; 21 TT   = 352 c; T0 = 10 с; 
K = 327.8 °C/(B·c); U0= 24 В – напряжение пита-
ния; β = 0.01 B/°C; Vs = 5 B; α > 0; Vref = 5 B.  

Период T периодического движения динами-
ческой системы (6) в общем случае является 
кратным периоду внешнего воздействия T0: T = 
mT0, m = 1, 2, . . . . Движение с таким периодом 
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будем называть m-циклом или циклом периода 
m. 

 
 

2. Бифуркационный анализ 

При проведении бифуркационного анализа в 
качестве варьируемых параметров были вы-
браны напряжение питания U0 и коэффициент 
усиления α. На рис. 2 приведены однопараметри-
ческие бифуркационные диаграммы, рассчитан-
ные для разных значений U0 при изменении ко-
эффициент усиления α. 

 

 

Рис. 2. Бифуркационные диаграммы при различных параметрах U0 и T0, Vs = 5 B, Vref = 5 B  
(соответствует уставке 500 °С) 

При малых значениях U0 система демон-
стрирует квазипериодическое поведение с ярко 
выраженной мультистабильностью. На рис. 2, а 
изображена бифуркационная диаграмма, иллю-
стрирующая рождение замкнутой инвариантной 
кривой, отвечающей двухчастотному квазипери-
одическому режиму. Как следует из рис. 2, а, при 
увеличении коэффициент усиления α 1 – цикл те-
ряет устойчивость через бифуркацию Неймарка - 
Саккера. Потеря устойчивости приводит к воз-
никновению устойчивой замкнутой инвариант-
ной кривой, при этом 1 – цикл продолжает суще-
ствовать, но становится неустойчивым фокусом. 
Как известно, характер движения на замкнутой 
инвариантной кривой определяется числом вра-

щения, когда оно иррационально, точки отобра-
жения плотно заполняют инвариантную кривую 
и динамика становится квазипериодической. 

При рациональном числе вращения на инва-
риантной кривой имеется четное число периоди-
ческих орбит, половина из которых устойчивые, 
а половина – седловые, а сама инвариантная кри-
вая образована замыканием неустойчивых мно-
гообразий седловых циклов. На рис. 2, а окно с 
периодической динамикой отвечает области 
устойчивости резонансного 4 – цикла (области 
существования замкнутой инвариантной кривой 
с числом вращения 1:4). При увеличении α резо-
нансный 4 – цикл претерпевает каскад бифурка-
ций удвоения периода, завершающийся хаотиза-
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цией колебаний, при этом замкнутая инвариант-
ная кривая разрушается. Численные экспери-
менты показали, что с увеличением U0 область 
устойчивости 1 – цикла уменьшается.  

Бифуркационная диаграмма, изображенная 
на рис. 2, б, иллюстрирует типичный сценарий 
рождения сосуществующих аттракторов. При из-
менении коэффициента усиления α жестко воз-
никает устойчивый 3 – цикл. При дальнейшем 
увеличении α реализуется бесконечный каскад 
бифуркаций удвоения периода, завершающийся 
хаотизацией колебаний. По этой причине в ши-
роком диапазоне изменения параметров наряду с 
устойчивым 1 – циклом существуют либо устой-
чивые периодические колебания, либо хаотиче-
ские режимы. То есть в зависимости от началь-
ных условий может устанавливаться или перио-
дическое, или хаотическое движение. 

На рис. 2, в показан случай субкритического 
учетверения периода 1 – цикла через так называ-
емую бифуркацию граничного столкновения 
(«border - collision bifurсation», см., например, [8–
15]). На рис. 2, г представлен пример рождения 
4-х полосного хаотического аттрактора (four-
band chaotic attractor) через border-collision flip 
bifurсation [8, 15]. 

Заключение. В статье представлены резуль-
таты бифуркационного анализа широтно-им-
пульсной системы управления нагревательной 
установкой. 

Выявлено, что при малых значениях напря-
жения питания системы демонстрирует квазипе-
риодическое поведение с ярко выраженной муль-
тистабильностью [11], но при этом система имеет 
достаточно большой запас устойчивости по ко-
эффициенту усиления. 

Однако, при увеличении напряжения пита-
ния область устойчивости 1 – цикла (рабочего ре-
жима) сужается, и потеря устойчивости происхо-
дит через бифуркацию граничного столкновения, 
приводящая к внезапной хаотизации колебаний. 

*Работа выполнена в рамках Программы 
развития опорного университета на базе               
БГТУ им. В.Г. Шухова. 
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Goltsov Yu.A., Kizhuk A.S., Rubanov V.G. 
NONLINEAR EFFECTS IN THE PULSE-WIDTH CONTROL SYSTEM  
FOR THERMOTECHNICAL OBJECT 
This article introduces the research of dynamic modes and bifurcations in the pulse control system for heating 
unit, which state is described by differential equations with discontinuous right-hand sides. It is shown that 
the system can represent extremely high diversity of nonlinear effects and bifurcation transitions, such as 
quasi-periodicity, multistable behavior, chaotization of oscillations through the classic cascade of period dou-
bling bifurcations and border-collision bifurcations. 
Keywords: heating unit, thermal object, the thermal conductivity, the crucible, approximation, fractional or-
der, control law, a field-effect transistor, pulse-width modulation, bifurcation. 
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