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Резиновые и резинокордные элементы конструкций выделяют тепло, проявляя тем самым вяз-
коупругие свойства. Точность вычисления тепловыделения зависит от погрешности аппроксима-
ции функции релаксации. Поскольку тепло выделяется при периодическом процессе изменения 
напряженно-деформированного состояния, то функцию релаксации желательно определять в экс-
перименте, воспроизводящем циклическое деформирование.  Хорошо известна методика, позволя-
ющая определять основные параметры функции релаксации, заданной в виде линейной комбинации 
экспонент, с помощью гармонического деформирования. Статический опыт на релаксацию позво-
ляет определить дополнительно длительный модуль. В работе сравниваются обе методики на ос-
нове проведенных экспериментов. 

Ключевые слова: резинокорд, линейная вязкоупругость, модель Максвелла, качение, пневмати-
ческая шины, тепловыделение. 

Введение. В данной работе сравниваются 
эти два способа определения параметров линей-
ной модели вязкоупругости на основе экспери-
ментов, проведенных с пластинами из резины, 
работающей в состоянии растяжения. Приво-
дится сравнение определяемых по этим методи-
кам значений времен релаксации, существенно 
влияющих на выделяемое тепло.  
Прежде всего, следует выбрать аппроксимацию 
функции релаксации. Как отмечено в [4, 5], было 
предложено множество вариантов функций ап-
проксимаций и проводились их сравнения. Ниже 
показывается, что для вычисления выделяемой 
энергии эффективным является приближение 
функции релаксации суммой всего нескольких 
экспонент. Эта модель может учитывать физиче-
скую нелинейность [3, 6, 7].  

Механическая модель. Будем считать, что 
деформированное состояние шины является сум-
мой состояния, возникающего за счет внутрен-
него давления, и осцилляционных добавок за 

счет качения. В первом приближении тензор де-

формаций E  (Лагранжа–Грина) представляется 

суммой infl  E E E , где E  – добавка, описы-
вающая осцилляции деформаций. Тензор напря-
жений S (Пиолы-Кирхгофа) представляется в 

виде infl infl( )()   ES SE E S , где infl( )S E  есть 

напряжение от внутреннего давления, а  
S  – отклонение за счет осцилляций. 

Осцилляционная добавка является диффе-
ренциалом оператора )(S E и, следовательно, ли-

нейно зависит от E .  Поэтому S представля-
ется согласно линейной теории вязкоупругости 

   infl

0

(t) , :
t

t d   S R E E         (1) 

Здесь подчеркнуто, что R , вообще говоря, зави-
сит от стационарного деформированного состоя-

ния inflE .  Определяющее соотношение (1) запи-
сано в начальной области. В актуальной области 
оно  определяет связь  

          infl infl infl infl

0

(t) , : , , 1 / 2 ,
t T

T
t d J               σ σR E ε F S F ε u u u R R       (2) 

inflF  – градиент деформации в состоянии, возни-
кающем за счет внутреннего давления, J  – яко-
биан преобразования. В соотношении (2) факти-
чески речь идет об определяющем соотношении 
между касательным напряжением и сдвиговой 

деформацией    infl

0

(t) , :
t

R t d       E . 

Шаровые части напряжений и деформаций либо 
связаны линейно, либо материал считается не-
сжимаемым [4].  

Для экспериментального определения функции 
релаксации   проводились опыты с пластинами из 
брекерной резины размером  
200 80 2мм мм мм  , которая используется 
для изготовления слоев брекера шин легковых 
автомобилей. Реализовывалось одномерное 
напряженное состояние, поэтому далее будем 
иметь дело  с определяющим соотношением  

   0

0

(t) ,
t

R t d                  (3) 
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Учёт зависимости R от начальной деформации 
0  будет обсуждаться в последующих статьях, 

поэтому пока будем записывать функцию релак-

сации просто  R t . 

Подчеркнем, что представление   комбина-
цией экспонент обладает преимуществами. Во-
первых, необходимая для вычисления выделяе-
мой энергии точность приближения к экспери-
ментальной кривой достигается уже при неболь-
шом числе членов суммы экспонент. Поэтому, 
во-вторых, определяющее соотношение записы-
вается в дифференциальной форме и решение 
краевой задачи линейной вязкоупругости вычис-
лительно не многим сложнее решения задачи 
упругости [3]. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Будем 

оценивать точность аппроксимации  R t  в 

норме, которая суть работа деформации за цикл, 
соответствующей осцилляционной добавке 

    A( ) ,
t T

t

T d   


                   (4) 

2
T




 ,  где T  – период колебаний при качении 

шины, а   – частота. Итак, пусть  
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Статический опыт. В типичном статиче-
ском опыте на релаксацию деформация задается 
[4] в виде функции Хевисайда ( )h t .  Из приве-
денных в таблице 1 расчетов можно заключить, 
что для вычисления выделяемой энергии доста-
точно аппроксимации экспериментальной кри-
вой релаксации небольшим числом членов пред-

ставления (5). Работа A вычислялись для про-
цесса деформирования вида 

 0( ) sin( t) ( )At h t                  (6) 

с частотой колебаний, соответствующей движе-
нию легкового автомобиля с различными скоро-
стями движения автомобиля. Использовалась ап-
проксимация с двумя и тремя членами суммы (5). 
Именно, к двум членам суммы (5) был добавлен 
третий член со временем релаксации в 10 раз 

больше второго времени релаксации 2t . Первые 

два времени релаксации также отличались при-
мерно на порядок. Весовой коэффициент попра-
вочного третьего члена равен сумме весовых ко-
эффициентов первых двух членов представления 
(5). В первой строке Таблицы 1 записаны скоро-
сти движения автомобиля, во второй – относи-
тельные разницы в энергии, выделяемой за цикл 
колебаний. 

Таблица 1 
Погрешность вычисления работы 

 

скорость (км/ч) 0.1 0.5 1 2 5 10 30 100 

/A A (%) 300 27 11 4.3 2 1.5 1.4 1.4 
 

Из таблицы видно, что для практически важ-
ных скоростей движения легкового автомобиля 
добавление третьего члена несущественно изме-
няет вычисленное значение выделяемой энергии. 
Однако если у добавочного члена время релакса-
ции меньше по сравнению с первыми двумя, то 
возникает существенная ошибка. Следовательно, 
вопрос о том, насколько точно статический опыт 
на релаксацию позволяет находить наименьшие 
времена релаксации, требует изучения.  

Осциляционный опыт. При деформирова-
нии в виде (6) максимальный вклад в выделяе-

мую энергию дает член (5), для которого 1nt 
. Это видно из выражения (7) для работы за пе-
риод колебаний, соответствующей n-му члену (5) 
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.            (7) 

Поэтому для качения с частотой    желательно 

иметь в аппроксимации (5) член с 1/nt  . 

Поэтому для большой частоты требуется экспе-
риментально находить малые времена релакса-
ции. Для этого лучше приспособлена осцилляци-
онная методика. 

Осцилляционная методика определения па-

раметров ,n nc t  состоит в следующем [2]. Осу-

ществляется деформирование согласно (6). Ос-
циллирующая составляющая напряжения равна  

   2 2
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а производимая за цикл работа равна 
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Вычисляя по экспериментальным данным работу 
( )A   для разных частот  , можно получить 

значения параметров nc , nt , приближая экспери-

ментальную зависимость работы от частоты вы-
ражением (9). 

Рассмотрим эксперимент,  проведенный в 
НИИ Механики МГУ для частот   от 0.3 до 15 
рад/сек.  Результаты измерения времен релакса-
ции показаны в таблице 2. В столбцах с третьего 
по пятый приведены времена релаксации, полу-
ченные: для верхней части указанного выше диа-
пазона частот (третий столбец), для нижней ча-
сти (четвертый столбец) и, наконец, для всего 
диапазона (последний столбец). Видно, что диа-
пазон с низкими частотами приводит к обнаруже-
нию времен релаксации, близких к тем, что уда-
ется определить из статического опыта на релак-
сацию. Для получения меньших времен требу-
ется использование более высоких частот.  

Таблица 2 
Времена релаксации 

 

времена 
релакса-

ции 

статический 
опыт 

осцилляционные  
опыты 

N=2 N=2 N=2 N=3 
t1 – 0.038 – 0.050 
t2 0.368 0.333 0.354 0.481 
t3 3.533 – 3.6 4.030 

 

Выводы. Таким образом, осцилляционная 
методика позволила определить наименьшее 
время релаксации, на порядок меньшее, чем ми-
нимальное значение, найденное в статическом 
опыте. Это позволяет использовать найденную 
аппроксимацию для больших частот колебаний. 
С другой стороны, статический опыт позволяет 
измерить длительный модуль и кривую релакса-
ции на длительном временном отрезке.  Совокуп-
ность опытов двух типов позволяет определить 

все параметры, необходимые для решения задачи 
тепловыделения при стационарном и нестацио-
нарном качении пневматической шины. 

 

*Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ (грант 15-01-05887-a).  
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Sheshenin S.V., Zakalyukina I.M 
STUDY PERFORMANCE SILICA BRICK, MANUFACTURED WITH ALUMINOSILICATE 
TECHNOGENIC RAW 
Rubber and rubber-cord structural elements produce heat, thus exhibiting viscoelastic properties. The accu-
racy in calculating the heat release depends on the error in the approximation of the relaxation function. Since 
heat is released during the periodic process of changing the stress/strain state, it is desirable to determine the 
relaxation function in an experiment reproducing cyclic deformation. A technique is well known that makes it 
possible to determine the basic parameters of the relaxation function, given in the form of a linear combination 
of exponentials, by means of harmonic deformation. A static relaxation test allows determining an additional 
long-term modulus. In the paper, both methods are compared on the basis of the experiments performed. 
Keywords: Rubber cord, linear viscoelasticity, Maxwell model, rolling, pneumatic tires, heat emission. 
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