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В статье рассматриваются некоторые стороны энергетического взаимодействия с системой 

плоскопараллельных и концентрических сред (на примере светового излучения в рамках геометриче-

ской оптики). Полученная математическая модель описывается рекуррентными соотношениями 

типа треугольника Паскаля и даѐт простой и наглядный алгоритм определения временных флукту-

аций энергии при таком взаимодействии, связанных с геометрией взаимодействующих элементов.  
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Задачи взаимодействия излучения с много-

слойными системами представляют и теорети-

ческий, и практический интерес [1-4]. К ним от-

носятся задачи распространения тепла в кон-

струкциях и элементах оптики в приборострое-

нии, и процессы распространения светового из-

лучения, где возникают вопросы, связанные с 

технологией получения тонкоплѐночных покры-

тий с заданными геометрооптическими  и теп-

лофизическими характеристиками.  

Далее мы рассматриваем идеальный свето-

вой луч, падающий на идеальную плоскую гра-

ницу раздела двух полубесконечных однород-

ных и изотропных сред. Цель работы описать 

процесс взаимодействия светового луча в дина-

мике и определить временные флуктуации излу-

чения, возникающие только из-за геометриче-

ской структуры строения прослойки, состоящей 

из плоскопараллельных или концентрических 

сред. В точке падения луч падающий разбивает-

ся на луч преломлѐнный и отражѐнный, каждый 

из которых продолжает движение в соответ-

ственной среде. Предположим теперь, что меж-

ду двумя полубесконечными средами находится 

система плоскопараллельных однородных и 

изотропных сред с идеально плоскими граница-

ми. Каждый луч, отражѐнный и преломлѐнный 

на какой-либо границе внутри прослойки, будет 

испытывать многократные отражения и прелом-

ления от прилегающих к этой границе верхней и 

нижней границ прослойки. Попытаемся опреде-

лить число вновь возникающих точек взаимо-

действия светового луча на каждой границе.  

Из одной полубесконечной среды (среда 

падения-отражения) свет преломляется во вто-

рую полубесконечную среду (среда преломле-

ния) через систему плоскопараллельных слоѐв 

(прослойка). Пренебрегая временными различи-

ями, т.е. считая время прохождения светом пути 

от одной границы до другой в каждой среде 

прослойки одинаковым (шаг по времени), попы-

таемся определить число точек взаимодействия 

на каждом шаге по времени.  

 
Рис. 1. Точки, образующиеся на верхней и нижней границах прослойки из одной среды, на каждом шаге 

по времени 

Шаг по времени выделен кружком. 
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На рис.1 показан ход луча в прослойке, со-

стоящей из одной среды. Видно, что на каждом 

шаге времени на каждой границе, поочерѐдно, 

образуется по одной новой точке взаимодей-

ствия светового луча с границей раздела сред. 

При этом на каждом нечѐтном шаге по времени 

образуется новая точка на верхней границе, а на 

чѐтном – на нижней границе. 

На рис.2 показан ход луча в прослойке, со-

стоящей из двух сред. В этом случае количество 

образовывающихся точек взаимодействия света 

с границей зависит от номера шага по времени. 

Например, для верхней границы на шаге 1 и 3 

образуется  одна точка, на шаге 5 образуется две 

новых точки, на шаге 7 – четыре. При этом на 

всех чѐтных шагах на верхней границе не обра-

зуется ни одной новой точки. Для нижней гра-

ницы всѐ аналогично, за исключением первого 

шага по времени. Количество точек на проме-

жуточной границе растѐт таким же образом, но 

на чѐтных шагах по времени, а на нечѐтных ша-

гах промежуточная граница «отдыхает». Видно, 

что количество вновь образующихся точек зави-

сит от номера шага и от номера границы в про-

слойке. 

Если провести подобные исследования для 

прослоек с несколькими средами, можно уста-

новить последовательность образования новых 

точек взаимодействия на каждой границе.  Ре-

зультаты исследования для прослоек из одной, 

двух, трѐх и четырѐх сред записаны в таблице 1. 

 
Рис. 2. Точки, образующиеся на верхней, нижней и промежуточной границах  

прослойки из двух сред, на каждом шаге по времени.  

Шаг по времени выделен кружком 

Таблица 1 

Количество образующихся точек  

взаимодействия в системе  

плоскопараллельных границ для первых  

10 временных шагов 

Шаг по 

времени 

Количество сред в прослойке 

1 2 3 4 

Количество границ в прослойке 

2 3 4 5 

1 (1,0) (1,0,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0,0) 

2 (0,1) (0,1,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0,0) 

3 (1,0) (1,0,1) (1,0,1,0) (1,0,1,0,0) 

4 (0,1) (0,2,0) (0,2,0,1) (0,2,0,1,0) 

5 (1,0) (2,0,2) (2,0,3,0) (2,0,3,0,1) 

6 (0,1) (0,4,0) (0,5,0,3) (0,5,0,4,0) 

7 (1,0) (4,0,4) (5,0,8,0) (5,0,9,0,4) 

8 (0,1) (0,8,0) (0,13,0,8) (0,14,0,13,0) 

9 (1,0) (8,0,8) (13,0,21,0) (14,0,27,0,13) 

10 (0,1) (0,16,0) (0,34, 0, 21) (0,41,0,40,0) 

В таблице 1 наборы чисел в скобках озна-

чают следующее. Общее количество чисел в 

скобках равно числу границ в прослойке. На 

первом месте в скобках стоит число вновь обра-

зовавшихся точек на первой границе прослой-

ке(считая от среды падения-отражения) на дан-

ном шаге по времени. На втором месте – число 

точек, образовавшихся на второй границе и так 

далее. Например, в строке шага по времени рав-

ного четырѐм в крайнем правом столбце стоит 

скобка (0,2,0,1,0). В скобке стоит пять чисел – 

это означает, что прослойка имеет пять границ. 

При этом на четвѐртом шаге по времени на пер-

вой, третьей и пятой границе не образуется но-

вых точек, на второй образуется две новые точ-

ки и на четвѐртой – одна новая точка взаимодей-

ствия светового луча с этой границей. 

Обозначим количество точек 

n,образующихся на k-ом шаге по времени на l-

ой границе, n=n(k,l). Общая формула прогляды-

вает достаточно очевидно 

                            ,     (1) 

где l=1,2,…,L (L – число границ в прослойке), с 

первыми членами вида 

{
                                    
                     

              (2) 

и краевыми членами 
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{
                 
           

                 (3) 
 

 

 
Рис. 3. Прямоугольная таблица по формулам 1-3 

Крайний левый столбец – столбец началь-

ных точек, в котором значение с индексом (1,1) 

равно единице, все остальные равны нулю. 

Верхняя и нижняя строки таблицы (отделѐнные 

горизонтальными прямыми) состоят из нулей и 

введены для удобства математической записи 

Данные соотношения позволяют вычислить 

двумерную прямоугольную таблицу чисел, по-

казанную на рис.3. 

Подобное исследование можно провести и 

для прослойки, состоящей из системы концен-

трических окружностей. Результаты исследова-

ния для прослоек из одной, двух, трѐх и четырѐх 

сред записаны в таблице 2.Смысл величин, вхо-

дящих в таблицу 2,  аналогичен смыслу величин 

в таблице 1.  

Таблица 2  

Количество образующихся точек  

взаимодействия в системе  

концентрических границ для первых  

10 временных шагов 

Шаг по 

време-

ни 

Количество сред в прослойке 

1 2 3 4 

Количество границ в прослойке 

2 3 4 5 

1 (1,0) (1,0,0) (1,0,0,0) (1,0,0,0,0) 

2 (0,1) (0,1,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0,0) 

3 (1,1) (1,0,1) (1,0,1,0) (1,0,1,0,0) 

4 (1,2) (0,2,1) (0,2,0,1) (0,2,0,1,0) 

5 (2,3) (2,1,3) (2,0,3,1) (2,0,3,0,1) 

6 (3,5) (1,5,4) (0,5,1,4) (0,5,0,4,1) 

7 (5,8) (5,5,9) (5,1,9,5) (5,0,9,1,5) 

8 (8,13) (5,14,14) (1,14,6,14) (0,14,1,14,6) 

9 (13,21) (14,19,28) (14,7,28,20) (14,1,28,7,20) 

10 (21,34) (19,42,47) (7,42,27, 28) (1,42,8,48,27) 

И в случае концентрических границ, фор-

мула вычисления аналогична формуле (1), с те-

ми же первыми членами вида (2),  но с другими 

краевыми членами 

{

                                                               
                                    
                                

                          

(4) 

Теперь будем учитывать различие скорости 

света в каждой среде. Обозначим время прохож-

дения лучом света пространства от первой гра-

нице ко второй через t1, от второй к третьей – t2 

и т.д.  

Вернѐмся к прослойке, состоящей из одной 

среды с плоской границей раздела (рис.1). Вид-

но, что на верхней границе время возникновения 

каждой точки взаимодействия светового луча 

составляет следующую последовательность зна-

чений – 0, 2t1, 4t1, 6t1,… А на нижней границе - 

t1, 3t1, 5t1, 7t1,…  

Если рассмотреть эти же последовательно-

сти времѐн для прослойки состоящей из двух 

сред (рис.2), то можно легко составить для точек 

на верхней границе (табл.3) и для точек на ниж-

ней границе (табл.4) последовательность «по-

следовательностей» значений. Следует помнить, 

что в один и тот же момент времени может об-

разовываться несколько новых точек отражения 

и преломления. 

Аналогично возникают точки отражения и 

преломления и в случае произвольного количе-

ства сред в прослойке. Видно, что эти времен-

ные интервалы представляют собой наборы всех 

чѐтных (для верхней границы) и всех нечѐтных 

(для нижней границы) сочетаний числа t1 для 

случая одной среды. Для случая двух сред к 

этим числам добавляются суммы пар чисел (n1t1, 
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n2t2), где n1, n2  натуральные числа, принимаю-

щие значения независимо друг от друга, с со-

блюдением условия чѐтности и нечѐтности зна-

чений этих чисел на верхней и нижней границах, 

соответственно. Для трѐх сред, соответственно, 

добавятся суммы триад чисел (n1t1, n2t2,n3t3) и 

т.д. 

Таблица 3  

Время образования новых точек отражения на первой границе 
0 2t1 4t1 6t1 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=0  

с периодом 2t1 

 2t1+2t2 4t1+2t2 6t1+2t2 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=2t2 

с периодом 2t1 

 2t1+4t2 4t1+4t2 6t1+4t2 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=4t2 

с периодом 2t1 

 

…
 

…
 

…
 

…
 

 

 Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=2t1 

с периодом 2t2 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=4t1 

с периодом 2t2 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=6t1 

с периодом 2t2 

  

 

Таблица 4  

Время образования новых точек отражения на последней границе 
t1+t2 3t2 +t1 5t2 +t1 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t= 

t1+t2 

с периодом 2t2 

t2 +3t1 3t2 +3t1 5t2 +3t1 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t= t2 

+3t1 

с периодом 2t2 

t2 +5t1 3t2 +5t1 5t2 +5t1 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t= t2 

+5t1 

с периодом 2t2 

…
 

…
 

…
 

…
 

 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t= 

t1+t2 

с периодом 2t1 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=3t2 

+t1 

с периодом 2t1 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=5t2 

+t1 

с периодом 2t1 

  

 

Рассмотрим две среды с границей раздела в 

виде окружности. Видно, что на этой границе 

время возникновения каждой точки взаимодей-

ствия светового луча составляет следующую 

последовательность значений – 0, t1, 2t1, 3t1, 4t1, 

5t1, 6t1,…  

Если рассмотреть эту же последователь-

ность времѐн для системы, состоящей из двух 

концентрических окружностей, то к этой после-

довательности значений добавится последова-

тельность «последовательностей» значений, по-

казанная в табл.5. 

Здесь при добавлении очередной границы 

новые последовательности значений не добав-

ляются к предыдущим, а заменяют их. При этом 

образуются суммы пар чисел (n1t1, n2t2), где n1, 
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n2натуральные числа, принимающие значения 

независимо друг от друга. При этом  в промежу-

точном кольце числа n1 принимают только чѐт-

ные значения, а во внутреннем круге числа n2  

принимают все значения натурального ряда. Для 

трѐх концентрических окружностей, соответ-

ственно, возникнут суммы триад чисел (n1t1, 

n2t2,n3t3), где n1, n2  натуральные числа, прини-

мающие только чѐтные значения, а n3 – нату-

ральное число, принимающее все значения и т.д. 

Таблица 5  
Время образования новых точек отражения на внешней концентрической окружности 

0 2t1 4t1 6t1 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=0  

с периодом 2t1 

 2t1+t2 4t1+t2 6t1+t2 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=t2 

с периодом 2t1 

 2t1+2t2 4t1+2t2 6t1+2t2 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=2t2 

с периодом 2t1 

 2t1+3t2 4t1+3t2 6t1+3t2 … Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=3t2 

с периодом 2t1 

 

…
 

…
 

…
 

…
 

 

 Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=2t1 

с периодом t2 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=4t1 

с периодом t2 

Последовательность 

возникающая в мо-

мент времени t=6t1 

с периодом t2 

  

 

При этом прохождение света  в каждой 

среде сопровождается процессом экстинкции 

светового луча, что будет характеризоваться со-

ответственным коэффициентом экстинкции из-

лучения в среде, а переход света через границу 

каждый раз сопровождается разбиением энергии 

падающего луча на энергию луча отражѐнного и 

преломлѐнного, что связано с квадратом относи-

тельного показателя преломления двух грани-

чащих сред [3,4]. Используя современные вы-

числительные средства, например Mathematica
TM

 

или Matlab
TM

[5], можно легко провести вычис-

ления с заданной степенью точности. Интересны 

будут также и аналитические обобщения подоб-

ных сумм в теоретическом плане. 

Рассмотренные в статье идеальные  процес-

сы взаимодействия светового  излучения с си-

стемой плоскопараллельных и концентрических 

сред, переносятся на взаимодействие любого 

энергетического поля. При этом прохождение 

энергии в каждой среде сопровождается процес-

сом диссипации энергии, что будет характери-

зоваться соответственным коэффициентом по-

глощения/ослабления энергии, а переход энер-

гии через границу двух сред каждый раз сопро-

вождается разбиением энергии падающего луча 

на энергию луча отражѐнного и преломлѐнного, 

с выполнением закона сохранения энергии [4]. 
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