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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДОВ УПРАВЛЕНИЯ ШАГАЮЩИМИ  
РОБОТАМИ С НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ В СЕНСОРНОЙ СИСТЕМЕ 

Аннотация. Работа посвящена вопросам управления двуногими шагающими роботами. Для раз-
работки регулятора задача управления роботом сформулирована как задача квадратичного програм-
мирования, что позволяет учитывать односторонние механические связи в виде неравенств, обуслов-
ленные так называемыми конусами трения и ограничениями крутящих моментов приводов. Прове-
дено сравнение трех типов регуляторов: СТС (от англ. Computed Torque Controller), линейного квад-
ратичного регулятора c ограничениями CLQR (от англ. Constrained Linear Quadratic Regulator) и ре-
гулятора на основе квадратичного программирования NQPC (от англ. Nested Quadratic Programming-
based Controller). Особое внимание уделено влиянию неточностей сенсорной системы на качество ра-
боты системы управления робота. Исследование охватывает случаи, когда для компенсации неточ-
ностей датчиков может использоваться динамический наблюдатель, а также случаи, когда накла-
дываются ограничения на значения крутящего момента в шарнирах робота. В результате моделиро-
вания установлено, что существует область параметров датчиков, в которой качество работы ис-
следуемых регуляторов робастно по отношению к малым изменениям нелинейных свойств датчиков, 
причем такие области параметров характерны для систем без наблюдателя и при его наличии, а 
также для систем с ограничениями на значения крутящего момента и без них. 

Ключевые слова: двуногий шагающий робот, система управления, задача квадратичного про-
граммирования, CTC регулятор, CLQR регулятор, NQPC регулятор, наблюдатель. 

 
 

Введение. Шагающие роботы имеют разно-
образные конструкции и системы управления, но 
все они обусловлены спецификой шагающего ре-
жима движения. В частности, тот факт, что робот 
должен приобретать и терять контакт с опорной 
поверхностью, делает проблему планирования 
движения трудно решаемой [1]. Общий подход к 
ее решению заключается в разбиении на подза-
дачи, такие как генерирование последовательно-
сти шагов [2, 3], генерирование траектории цен-
тра масс [4, 5], решение обратной задачи кинема-
тики и разработка системы управления с обрат-
ной связью. Данное разбиение позволяет решить 
ряд проблем управления, таких как ходьба по не-
ровной местности [3, 6], преодоление лестнич-
ных пролетов [7, 8], обход препятствий [7, 9] и 
т.д. Следует отметить, что упомянутые отдель-
ные подзадачи не являются тривиальными и 
остаются в центре внимания современных иссле-
дований.  

Шагающие роботы часто проектируются в 
виде последовательностей незамкнутых кинема-
тических цепей, что делает их похожими на ма-
нипуляторы. Это означает, что методы управле-
ния, разработанные и успешно внедренные для 
манипуляторов, могут использоваться и для ша-
гающих роботов. Однако специфические про-
блемы, связанные с шагающими роботами, обу-
словлены тем фактом, что объект управления 

представляет собой механическую систему с од-
носторонними механическими ограничениями в 
виде конусов трения [1]. Наличие явных механи-
ческих ограничений требует модификации мето-
дов управления, предназначенных для систем 
только с неявными ограничениями. Примером 
такой модификации является линейный квадра-
тичный регулятор (LQR) для систем с механиче-
скими ограничениями, предложенный в [10]. 

Один из широко используемых подходов к 
разработке регулятора для шагающих роботов за-
ключается в формулировке задачи управления  
как задачи квадратичного программирования [11, 
12]. Это позволяет в явном виде использовать 
ограничения в виде неравенств, обусловленные 
ограничениями крутящего момента и конусов 
трения в задаче управления [13]. Такой подход 
требует существенных вычислительных мощно-
стей, но может быть реализован на бортовых 
компьютерах двуногих шагающих роботов [14]. 
Доказать устойчивость и оптимальность регуля-
торов, предназначенных для систем с явными ме-
ханическими ограничениями, сложно. На прак-
тике такие системы подвержены случайным воз-
мущениям, имеют упругие звенья, люфт в шар-
нирах, также для них характерны неопределен-
ность параметров модели и шумы в датчиках 
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[15]. Ввиду этого анализ таких систем часто вы-
полняется численно или с помощью эксперимен-
тальных исследований [15].  

В этой работе рассматриваются три регуля-
тора для двуногих шагающих роботов, построен-
ные на различных подходах к управлению: регу-
лятор на основе LQR, СТС-регулятор [16] и 
NQPC-регулятор. Исследуются вопросы влияния 
шума в датчиках и вопросы квантования сигна-
лов с них на работу трех вариантов регуляторов. 

Математическая модель шагающего 
робота, движущегося в сагиттальной 
плоскости. Будем рассматривать шагающего 
робота, состоящего из корпуса и двух ног, каждая 
из которых образована тремя последовательно 
соединенными звеньями. Все шарниры робота 
являются вращательными и активными. Будем 
считать, что движение робота происходит в 
сагиттальной плоскости, что показано на рис. 1, 
где точки Оi соответствуют активным шарнирам. 
Ориентация каждого звена определяется углом 
φi. Положение шарнира О1 задается 
координатами xO1 и yO1. Таким образом, углы φi и 
координаты xO1, yO1 образуют вектор обобщенных 
координат q, определяющий положение и 
конфигурацию робота. 

 
Рис. 1. Расчетная схема шагающего робота:  
1 – корпус, 2 – бедра, 3 – голени, 4 – стопы 
 
Общий вид уравнений динамики может быть 

записан следующим образом: 

q q q
  Hq c F λ B u ,               (1) 

где H – обобщенная матрица инерции, cq – вектор 
обобщенных инерциальных, гравитационных и 
диссипативных сил, Fq – матрица Якоби механи-
ческих связей, λ – коэффициенты Лагранжа, свя-
занные с силами реакций, Bq – матрица, связыва-
ющая моменты приводов с соответствующими 
обобщенными моментами, u – вектор обобщен-
ных моментов приводов.  

Индексы q обозначают, что матрицы запи-
саны в относительной системе координат, свя-
занной с роботом. Выведение этих уравнений и 
их свойства описаны в работе [17]. Пусть q*(t) 

представляет собой искомую временную функ-
цию обобщенных координат q, необходимую для 
описания желаемого движения робота. Тогда об-
ратную задачу динамики для робота можно запи-
сать следующим образом: 

* * *[ ] [ ] ( )q q q
  λ u F B Hq c ,          (2) 

где (·)+ – псевдообратная матрица Мура-Пенро-
уза.  

Следует отметить, что это не единственная 
форма записи обратной задачи динамики для ме-
ханических систем с явными ограничениями. 
Альтернативные варианты записи приведены в 
работах [18, 19]. Введем вектор абсолютных ко-
ординат [ ]  x q q . Движение робота может 
быть описано линеаризованной по заданной тра-
ектории x*(t) системой уравнений: 

   x Ax Bu c Fλ ,                (3) 

где A, B и F − матрицы, c − вектор аффинной мо-
дели динамики. 

Виды исследуемых регуляторов. Будем 
рассматривать три метода управления движе-
нием шагающего робота: СТС-регулятор, линей-
ный квадратичный регулятор с ограничениями 
(CLQR), регулятор на основе квадратичного про-
граммирования (NQPC). СТС представляет собой 
метод, который заключается в управлении по 
ошибке путем стабилизации динамики ошибки. 
Описание этого регулятора можно найти в рабо-
тах [16, 20]: 

*( )q p d
  u B H K e K e u ,             (4) 

где Kp и Kd  − положительно определенные диа-
гональные матрицы коэффициентов регулятора, 
e=q*−q − ошибка управления. 

Настройка коэффициентов регулятора опи-
сана в работах [21, 22]. При последующем моде-
лировании будем считать, что Kp=1000I, 
Kd=500I, где I представляет собой единичную 
матрицу. Этот метод подходит для систем с до-
статочным числом параметров управления (fully 
actuated systems) без явных механических связей. 
Однако, используя обратную динамику (2), 
можно обобщить его на системы с дефицитом 
управляющих воздействий с явными механиче-
скими связями. 

СLQR-регулятор описан в [10], в работе [23] 
представлено его применение для управления 
движением внутритрубного шагающего робота. 
Данный регулятор требует введения аддитивной 
квадратичной целевой функции J: 

* * * *( ) ( ) ( ) ( )J dt       x x Q x x u u R u u ,(5) 
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где Q и R – положительно определенные весовые 
матрицы. 

Рассмотрим следующие ограничения, накла-
дываемые на механическую систему: 

q

q q

     
      

    

F 0 q 0
Gx

F F q 0


  
.                  (6) 

Пусть N – матрица, представляющая базис в 
нуль-пространстве G. Тогда можно ввести следу-
ющие обозначения: 

, , ,N N N
    A N AN B N B Q N QN   (7) 

Подставляя введенные матрицы и векторы в 
уравнение Риккати и решая его, получаем мат-
рицу усиления NK . Закон управления задается 
следующим выражением [10]: 

* *( )N
   u K N x x u .               (8) 

Этот метод управления с использованием 
CLQR регулятора подходит для линейной си-
стемы без ограничений, динамика которой анало-
гична динамике исходной системы. Поскольку 
исходная система линеаризуется вдоль траекто-
рии x*(t), полученная линейная модель (3) изме-
няется во времени, поэтому матрица усиления KN 
периодически корректируется. В последующем 
моделировании будем полагать, что Q=103I и 
R=10-2I. 

NQPC регулятор является одним из возмож-
ных вариантов регулятора на основе квадратич-
ного программирования. Он был предложен в ра-
боте [24] для управления внутритрубными шага-
ющими роботами. В отличие от двух ранее рас-
смотренных схем управления, данный регулятор 
позволяет явно учитывать ограничения, обуслов-
ленные контактным взаимодействием, а также 
предельными значениями крутящих моментов 
приводов. Здесь рассмотрена упрощенная версия 
NQPC, в которой в явном виде не учитываются 
ограничения, накладываемые на производные 
обобщенных координат. При такой формули-
ровке управляющие воздействия вычисляются 
путем решения следующей задачи квадратичного 
программирования (QP): 

1 2

*

0 0

minimize ,

,
subject to

,

q q

w w 





  

  

  
 

u u λ λ

B u F λ τ

u
A b

λ

(9) 

где w1, w2 – положительные скалярные весовые 
функции, A0, b0 – матрица и вектор линейных 
ограничений типа неравенств, накладываемых на 
QP, τ* – значение крутящего момента, продуци-
руемого задающим регулятором.  

Использование задающего регулятора для 
генерирования τ* находит свое отражение в 
названии процедуры. Задающий регулятор мо-
жет представлять собой CLQR или СТС, сгенери-
рованный для системы без учета механических 
ограничений или ограничений крутящего мо-
мента. Подходы к эффективному решению за-
дачи QP обсуждаются в работе [25]. В последую-
щих моделированиях в качестве задающего регу-
лятора используется СТС, причем A0=0, b0=0, 
w1=1 и w2=10-3. 

Для определения производительности каж-
дого регулятора введем следующую целевую 
функцию: 

*

*
1 0 0

|| ( ) ( ) ||1
|| ( ) ( ) ||

N
f f

j j

t t
N t t


 


x x
x x

,          (10) 

где t0 – момент времени, соответствующий 
началу движения, tf  – момент времени, соответ-
ствующий завершению движения, xj(t0) – j-ое 
начальное положение робота.  

Таким образом, σ представляет собой отно-
шение норм ошибки управления в начале и в 
конце движения. 

Нелинейная модель сенсоров шагающего 
робота. В данной работе рассмотрим датчики с 
аддитивным случайным шумом и квантованием: 

s
s
     

q ηq ,                    (11) 

где s – разрешающая способность датчика (шаг 
квантования), η – случайный вектор, элементы 
которого принимают значения в диапазоне  
[−η η],     – функция округления к меньшему це-
лому числу, применяемая поэлементно к вход-
ному вектору. 

Таким образом, для каждого датчика есть 
два параметра, которые определяют его поведе-
ние: η и s. Будем считать, что каждый датчик по-
ложения и ориентации характеризуется парамет-
рами ηq и sq, а каждый датчик скорости описыва-
ется параметрами ηv и sv. 

На рис. 2, а показана зависимость σ от пара-
метров шума датчика ηq и ηv при использовании 
СТС регулятора, sq=sv=0.001. По данному ри-
сунку видно, что существует область, в которой 
σ<1. Это означает, что система управления 
уменьшает значение ошибки управления. Также 
можно заметить, что поведение σ зависит от па-
раметров ηq и ηv аналогичным образом. На рис. 2, 
б показана зависимость σ от параметров кванто-
вания датчика sq и sv. Поверхность построена для 
случая, когда ηq=ηv=0.001. На рис. 2 горизонталь-
ные оси построены в логарифмическом мас-
штабе. 
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а         б 

Рис. 2. Зависимости: а − σ(ηq, ηv), б − σ(sq, sv) 
 
Поверхность, приведенная на рис. 2, б, имеет 

свойства, аналогичные свойствам ранее описан-
ной поверхности. Это означает, что пары аргу-
ментов ηq, ηv и sq, sv оказывают схожее воздей-
ствие на качество системы управления, что изме-
рено с помощью целевой функции (10). Это 
наблюдение используется в дальнейшем для 
упрощения сравнительного анализа. 

Сравнительный анализ методов управле-
ния на основе результатов моделирования. 
Рассмотрим влияние шума и квантования дат-
чика на производительность системы управле-
ния, измеренную с помощью целевой функции 
(10). Будем считать, что ηq=ηv=η и sq=sv=s. На рис. 
3, а показана зависимость σ=σ(η) для CTC, CLQR 
и NQPC регуляторов, а на рис. 3, б представлена 
зависимость σ=σ(s)  для этих же регуляторов. 

 

 
а       б 

Рис. 3. Зависимости: а − σ(η), б − σ(s) для  СТС,  CLQR и  NQPC регуляторов 
 
По рис. 3, а видно, что CLQR регулятор яв-

ляется лучшим при обработке больших значений 
шума датчика. При этом он работает хуже, чем 
другие регуляторы, при низких уровнях шума. 
Это свойство CLQR описано в [23] и заключается 
в обнулении ошибки управления для систем с де-
фицитом управляющих воздействий. Графики 
рис. 3, б иллюстрируют, что производительность 
всех методов управления зависит от квантования 
датчика аналогичным образом. 

Влияние ограничения крутящих момен-
тов приводов на качество работы системы 
управления робота. Рассмотрим, как ограниче-

ния, накладываемые на значения крутящего мо-
мента в шарнирах робота, могут изменить гра-
фики рис. 3. В предыдущих экспериментах 
наблюдались мгновенные пики крутящего мо-
мента величиной 1500 Нм при постоянных значе-
ниях крутящих моментов порядка 200 Нм. Для 
следующего эксперимента ограничим крутящие 
моменты приводов значением 150 Нм. 

На рис. 4 показаны зависимости σ=σ(η) и 
σ=σ(s) для случая, когда значения крутящих мо-
ментов ограничены. Причем NQPC регулятор не 
имел явной информации об ограничениях крутя-
щего момента, как это было сделано в работе 
[24]. 
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а       б 

Рис. 4. Зависимости: а − σ(η), б − σ(s) для  СТС,  CLQR и  NQPC регуляторов при ограничении 
крутящих моментов 

 
Можно заметить, что в обоих случаях CLQR 

регулятор работает лучше, чем СТС или NQPC. 
Сходство между работой CTC и NQPC регулято-
ров частично объясняется тем, что NQPC исполь-
зует СТС в качестве задающего регулятора. Во 
всех случаях ошибка управления не уменьша-
ется, а в экспериментах с СТС и NQPC значи-
тельно возрастает. Это свидетельствует о том, 
что данные регуляторы нежелательно использо-
вать при наложении ограничений на значения 
крутящих моментов. 

Введение наблюдателя в систему управле-
ния робота. Для исправления неточности дат-
чика часто используется наблюдатель, который 
для системы с явными механическими ограниче-
ниями (3) может быть сформулирован следую-
щим образом [26]: 

( )     z Az Bu F λ c L x z ,       (12) 

где z – вектор предсказания координат состоя-
ния, L – оптимальная матрица коэффициентов 
усиления.  

Матрица коэффициентов усиления может 
быть найдена путем решения линейного уравне-
ния Риккати для системы (12), аналогичный при-
мер можно найти в [26]. Так же, как CLQR, 
наблюдатель описывается целевой функцией (5). 
Здесь использовались весовые коэффициенты 
Q=103I и R=I. На рис. 5, а показана зависимость 
σ=σ(η), а на рис. 5, б − σ=σ(s) для случая, когда 
используется наблюдатель (12).  

 
а       б 

Рис. 5. Зависимости: а − σ(η), б − σ(s) для  СТС,  CLQR и  NQPC регуляторов при использовании 
наблюдателя 

 
Сравнивая графики на рис. 3, а и рис. 5, а, 

можно заметить, что использование наблюдателя 
для CTC и NQPC регуляторов делает их менее 
чувствительными к шуму датчика, при этом на 
CLQR регулятор существенного влияния не ока-
зывается. Также введение наблюдателя повы-
шает устойчивость СТС регулятора к малым из-
менениям шума датчика. При сравнении графи-
ков на рис. 3, б и рис. 5, б значительных улучше-
ний от применения наблюдателя не заметно. 

Выводы. В статье проведен сравнительный 
анализ работы трех типов регуляторов: CTC, 
CLQR и NQPC для управления движением дву-
ногого робота во время шага. Цель исследования 
заключалась в установлении влияния нелиней-
ных свойств датчиков на производительность 
этих регуляторов. Полученные результаты свиде-
тельствуют о том, что существует область пара-
метров датчиков, в которой производительность 
регуляторов устойчива по отношению к малым 
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изменениям этих параметров. Это является жела-
тельным свойством систем управления, разрабо-
танных с использованием моделирования. Такие 
области параметров характерны для систем без 
наблюдателя и при его наличии, а также для си-
стем с ограничениями на значения крутящего мо-
мента и без них. 

Установлено, что CLQR регулятор работает 
хуже, чем другие типы регуляторов при отсут-
ствии ограничений крутящего момента и высо-
кой точности датчиков. Также CLQR регулятор 
наиболее устойчив по отношению к малым изме-
нениям параметров датчиков. При введении 
ограничений на значения крутящего момента 
CLQR регулятор работает лучше, чем другие ре-
гуляторы. Также можно сделать вывод о том, что 
СТС и NQPC, использующий СТС в качестве за-
дающего регулятора, ведут себя схоже во всех 
экспериментах. При этом вычислительная 
нагрузка при работе NQPC регулятора в не-
сколько раз выше. Это свидетельствует о том, что 
NQPC следует использовать только тогда, когда 
для управления роботом необходимы его специ-
фические свойства, такие как возможность в яв-
ном виде интегрировать конусы трения и вводить 
ограничения на значения крутящего момента. В 
противном случае  предпочтительно использо-
вать СТС регулятор. Если существуют строгие 
ограничения крутящего момента, то лучшим ва-
риантом регулятора является CLQR. 

Источники финансирования. Грант Пре-
зидента МК-1537.2019.8, РФФИ, проект 
№18-38-00140/18. 
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ANALYSIS OF CONTROL METHODS AND ALGORITHMS FOR WALKING ROBOTS  
TAKING INTO ACCOUNT THE NONLINEAR PROPERTIES OF THE ROBOT SENSOR  

SYSTEM 

Abstract. The work is focused on the control of two-legged walking robots. The robot control task for 
two-legged walking robots is formulated as a quadratic programming task, which allows consideration of 
unilateral mechanical constraints in the form of inequality constraints caused by the friction cones and torque 
limitations of the drives. However, in order to assess the quality of such control approach it is important to 
analyze this system relative to the alternative methods. Three types of regulators are compared: CTC (Com-
puted Torque Controller), linear quadratic regulator with constraints CLQR restrictions (Constrained Linear 
Quadratic Regulator) and the controller based on the quadratic programming NQPC (Nested Quadratic Pro-
gramming-based Controller). Particular attention is paid to the impact of inaccuracies of the sensor system 
on the quality of the robot control system. The study covers cases where a dynamic observer can be used to 
compensate for inaccuracies of sensors, as well as cases where restrictions are imposed on the torque values 
in the robot joints. The simulation results show there is a sensor parameter area in which the quality of the 
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regulator operation is robust with respect to small changes in the nonlinear properties of sensors, and such 
parameter areas are characteristic for systems with and without an observer, as well as for systems with 
restrictions on the torque values and without them. 

Keywords: two-legged walking robot, control system, quadratic programming task, CTC controller, 
CLQR controller, NQPC controller, observer. 
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