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АППРОКСИМАЦИЯ РАБОЧЕЙ ОБЛАСТИ МАНИПУЛЯТОРОВ  
ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ СТРУКТУРЫ В СОСТАВЕ  

МУЛЬТИРОБОТИЗИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ 

Аннотация. В статье рассмотрено применение оптимизационных алгоритмов для решения за-
дачи определения рабочей области роботов как последовательной, так и параллельной структуры на 
базе трипода.  Рассмотрен метод аппроксимации множества решений системы нелинейных нера-
венств, описывающих ограничения на геометрические параметры робота, основанный на концепции 
неравномерных покрытий. На основе метода получены внутренние аппроксимации, заданные как 
набор параллелепипедов. Проанализировано влияние различных геометрических параметров на объём 
рабочей области робота. Для аппроксимации рабочей области использованы разработанный алго-
ритм и его модификации с различными размерностями параллелепипедов и подходами к переносу огра-
ничений из пространства входных в пространство выходных координат в связи со сложностью вы-
числительной задачи. Для реализации алгоритмов разработан программный комплекс на языке С++. 
Представлены результаты математического моделирования. Экспериментально проверены различ-
ные размерности сетки для вычисления функций, а также точности аппроксимации. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы при выборе геометрических параметров роботов, определяющих 
их ограничения при движении в составе мультироботизированной системы. 

Ключевые слова: робот последовательной структуры, робот параллельной структуры, алго-
ритм аппроксимации, рабочая область, мультироботизированная система. 

 
 

Введение. Применение мультироботизиро-
ванных систем для решения многих практиче-
ских задач является важным и актуальным в 
настоящее время. Мультироботизированная мно-
гоагентная система может быть описана как 
группа интеллектуальных роботов (агентов), спо-
собных взаимодействовать друг с другом и сов-
местно реализуя различные задачи [1]. Они могут 
быть реализованы различными роботами и могут 
применяться в обширных областях, включая во-
енное наблюдение, разведку, спасательные опе-
рации и т.д. Совместное и распределенное управ-
ление такими системами привлекло многих ис-
следователей в последние несколько лет. Кон-
троль формирования группы мобильных агентов 
является одним из важных применение много-
агентных систем, где агентами могут быть любые 
из следующих факторов: беспилотный летатель-
ный аппарат (БПЛА), мобильный робот, авто-
номный подводный аппарат (AUV) и т. д. Основ-
ным источником вдохновения для исследования 
многоагентного контроля пласта является коопе-
ративное поведение биологических существ, та-
ких как птицы, рыбы, насекомые и т. д. [2]. Есть 
несколько подходов для решения этой проблемы. 
Жесткость графика как инструмент для изучения 
формирования транспортных средств была вве-
дена в [3]. Подход искусственной потенциальной 

функции (APF) использовался многими исследо-
вателями для контроля пласта [4]. Пассивный ди-
зайн закона управления для формирования не-
скольких агентов был исследован в [5]. Суще-
ствует больше подходов для решения проблемы 
управления формацией, таких как управление на 
основе поведения [6], управление на основе вир-
туальной структуры [7] и управление на основе 
лидера-последователя [8]. В задаче контроля пла-
ста агенты должны формировать определенный 
образец, такой как линейный, треугольный, пря-
моугольный или круглый [9]. Можно выделить 
статьи, посвященные формированию круговой 
структуры. Так в работе [10] представлено управ-
ление формированием круговой структуры и со-
ответствующий закон управления для его дости-
жения. Важной задачей при построении системы 
управления мультироботизированной системы 
является определение рабочей области каждого 
из роботов, которая может быть представлена как 
ограничения при их взаимном движении. Кроме 
того, следует учитывать конфигурацию роботов 
и параметры их геометрической структуры. В 
данной статье рассмотрены проблемы аппрокси-
мации рабочей области разнородной группы ро-
ботов, имеющих как последовательную, так и па-
раллельную структуру [12]. 
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Постановка задачи. Рассмотрим применение 
метода неравномерных покрытий для определе-
ния рабочей области. Покрытием множества P 
называем совокупность n-мерных параллелепи-
педов 푃 , 푖 ∈ 1, 푘, таких, что 

푃 ⊆ 푃
∈ ,

 

и для каждого 푃 , 푖 ∈ 1, 푘, выполняется хотя бы 
одно из трёх условий: 

1. max
∈ ,

max
∈

푔 (푥) < 0 

2. max
∈ ,

min
∈

푔 (푥) < 0	 

3. неравенства 1 и 2 не выполняются и d(푃 ) 
≤ δ, где δ – заданная положительная величина, 
определяющая точность аппроксимации. 

На основе рассмотренного метода строится 
внешнее и внутреннее аппроксимационные мно-
жества. Внутреннее аппроксимационное множе-
ство включается во множество решений системы 
неравенств, а внешнее включает его. Оба множе-
ства представляют собой объединения n-мерных 
параллелепипедов. Этот метод позволяет аппрок-
симировать множество решений систем равенств 
или неравенств, описывающих рабочую зону ро-
бота. Математическое преобразование уравне-
ний связи некоторых роботов позволяет умень-
шить размерность и, следовательно, время вы-
числений. Использование параллелепипедов 
большой размерности позволяет избежать значи-
тельных математических преобразований, а за-
тем проецировать их на оси координат, необхо-
димые для визуализации. 

Рассмотрим пространственный механизм 
параллельного манипулятора (рис. 1), который 
содержит подвижное горизонтальное основание 
1, которое шарнирно связано с вертикальным ос-
нованием 2 с возможностью его отклонения от 
вертикали. Вертикальное основание 2 имеет при-
вод 3 На вертикальном основании 2 установлен, 
например, с помощью шарнира, трипод 4. Вы-
ходное звено 5 шарнирно установлено на рабо-
чей площадке 6 трипода 4 с возможностью вра-
щения относительно оси, перпендикулярной ра-
бочей площадке 6 трипода. На площадке трипода 
установлен привод 7, обеспечивающий вращение 
выходного звена 5. Оптимально длину выход-
ного звена выполнить не менее половины длины 
рабочего инструмента, размещённого в захвате 8. 
Захват закреплен, например, болтами, на свобод-
ном конце выходного звена 5. Также рассмотрим 
пространственный механизм последовательного 
манипулятора (рис. 2), который содержит гори-
зонтальное основание 1, которое шарнирно свя-
зано с последовательным манипулятором 2 с вра-
щательными шарнирами имеющими на конце 
схват 3. 

 
 

Рис. 1.  Схема параллельного манипулятора 
 
 

  
 

Рис. 2.  Схема последовательного манипулятора 
 
Определение рабочей области последова-

тельного манипулятора. Идея применить эври-
стические методы многокритериальной оптими-
зации для задач аппроксимации границы рабочей 
области робота- манипулятора была высказана в 
[11]. Метод, использованный в [11], не гаранти-
ровал того, что рабочая область целиком лежит 
внутри построенной аппроксимации. Для ряда 
приложений подобная гарантия необходима. 
Предложенный выше подход позволяет строить 
множество, гарантированно содержащее рабо-
чую область. Рассматривается планарный робот с 
k звеньями переменной длины (рис. 3). Один из 
концов манипулятора закреплен в начале коорди-
нат. Рабочая область определяется как множе-
ство возможных позиций свободного (второго) 
конца робота, называемого схватом. Позиция 
схвата полностью определяется вектором длин 
звеньев  (1) ( )( ,..., )ks s s  и вектором величин уг-
лов (1) ( )( ,..., )k   между соответствующими 
звеньями.  
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Рис. 3. Углы и звенья, определяющие конфигурацию 

робота- манипулятора 
 
Допустимое множество углов и длин звеньев 

является параллелепипедом 
(1) (1) ( ) ( ) (1) ( ) ( )

1, ... , , ... ,k k k kX s s s s                    
 

где ( ) ( ),i is s 
  и ( ) ( ),i i  

  – заданные диапазоны 

возможных значений длины звена si и угла θi со-
ответственно. 

Рабочая область робота- манипулятора – это 
образ ( )Y F X допустимого множества X, где 

(1) (2)( , ) ( ( , ), ( , ))F s f s f s     задается форму-
лами.  

(1) ( ) ( )

1 1

( , ) cos
k i

i j

i j
f s s 

 

 
   

 
  ,

(2) ( ) ( )

1 1

( , ) sin
k i

i j

i j
f s s 

 

 
   

 
  . 

Для рабочей области Y строится внешняя ε-
аппроксимация эффективной границы с помо-
щью метода, изложенного в предыдущем раз-
деле. Построенное множество точек полностью 
определяет ε-эффективную оболочку, включаю-
щую в себя рабочую область робота-манипуля-
тора. 

Рассмотрим пример трехзвенного робота- 
манипулятора с фиксированными длинами зве-
ньев 

1 2 33, 2, 0.25s s s   и заданными диапазонами 
изменения углов

 1 2 3, , , , ,
6 3 6 3
                   

 [13]. На 

рис. 4 приведена внешняя ε-аппроксимация эф-
фективной границы рабочей области манипуля-
тора при ε = 0.5, 0.01. Время расчетов на персо-
нальном компьютере Intel (TM) Core i5 CPU, 3.1 
ГГц, 4 Гб Ram составило 0.2 с и 47.9 с соответ-

ственно. Данный пример наглядно демонстри-
рует повышение точности аппроксимации, со-
провождаемое увеличением времени расчетов. 

 
Рис. 4.  Аппроксимация рабочей области манипуля-

тора при разных значениях ε 
 
Определение рабочей области параллель-

ного манипулятора на базе трипода. Рассмотрим 
трипод, который включает три штанги перемен-
ной длины, которые соединены вращательными 
шарнирами с основанием и сферическими шар-
нирами   с рабочей платформой (рис. 5). Основа-
ние и рабочая платформа представляют собой 
равносторонние треугольники. В результате из-
менения длин штанг рабочая платформа совер-
шает перемещение по оси 푍  на расстояние z1, и 
повороты вокруг оси 푋  на угол ψ и вокруг 푌 угол 
θ. Кроме этого, имеются дополнительные сте-
пени свободы – смещение по осям 푋 на расстоя-
ние x1 и по	푌  на расстояние y1 и вращение во-
круг оси 푍 на угол α, которые определяются по 
формулам: 

훼 = 푇푎푛 (
푠푖푛휓푠푖푛휃

푐표푠휓 + 푐표푠휃
) 

푥 =
푟
2
(푐표푠휃푐표푠훼 + 푠푖푛휓푠푖푛휃푠푖푛훼 − 푐표푠휓푐표푠훼) 

푦 = −푟푐표푠휓푠푖푛훼 

Входными координатами являются длины 
приводных звеньев 푙 , 푙 , 푙 , выходными – коор-
динаты точки 푂′ рабочего органа: 푥 , 푦 , 푧 . 
Т.	푂′ располагается на расстоянии h от центра по-
движной платформы. Отрезок, проведённый из 
центра подвижной платформы 푂 к т. 푂′,  перпен-
дикулярен плоскости платформы. В связи с этим, 
обратная задача кинематики имеет множество ре-
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шений и для определения рабочей области необ-
ходимо, предварительно, определить множество 
допустимых значений линейных и угловых коор-
динат центра 푂 подвижной платформы, а затем 

для данных значений определить множество ко-
ординат точки 푂′ рабочего органа. 

 
Рис. 5.  Cхема робота-трипода 

 
Опишем координаты т. 푂′ в подвижной си-

стеме координат 푋 푌 푍  

퐎ퟏ = [0 0 ℎ 1]  

Вычислим координаты т. 푂′  в неподвижной 
системе координат 푋 푌 푍   

퐎ퟏ = 퐎ퟏ퐌ퟏ _ퟏ 

где 퐌ퟏ _ퟏ – матрица перехода от подвижной си-
стемы координат 푋 푌 푍  к неподвижной системе 
координат 푋 푌 푍 , которая включает перемноже-
ние матриц перемещений вдоль осей 푋 ,푌 , 푍 	и 
поворотов вокруг осей 푋 , 푌 , 푍  
 

 

퐌ퟏ _ퟏ =

푐표푠θ푐표푠α + 푠푖푛ψ푠푖푛θ푠푖푛α −푐표푠θ푠푖푛α + 푠푖푛ψ푠푖푛θ푐표푠α
푐표푠ψ푠푖푛α 푐표푠ψ푐표푠α

푠푖푛θ푐표푠ψ 푥
−푠푖푛ψ 푦

−푠푖푛θ푐표푠α + 푠푖푛휓푐표푠θ푠푖푛α 푠푖푛θ푠푖푛α + 푠푖푛ψ푐표푠θ푐표푠α
0 0

푐표푠θ푐표푠휓 푧
0 1

	             (1) 

 
После преобразования получим 

퐎ퟏ =

푥 +푀 ℎ
푦 +푀 ℎ
푧 + 푀 ℎ

1

=

푥 + 푠푖푛θ푐표푠ψℎ
푦 − 푠푖푛ψℎ

푧 + 푐표푠θ푐표푠ψℎ
1

     (2) 

Далее введем ограничения на геометриче-
ские параметры механизма 

푙 ≤ 푙 ≤ 푙                       (3) 

где 푙 , 푙  определяются конструктивными 
параметрами механизма, 푙  – текущая длина i-той 
штанги, которую определяем по формуле  

푙 = (푥 − 푥 ) + (푦 − 푦 ) +(푧 − 푧 )  (4) 

где 푥 , 푦 , 푧  – координаты центров шарниров, 
т. 퐸 , 푥 , 푦 , 푧  – координаты центров шарни-
ров, т. 퐷  в неподвижной системе координат. 

Определим координаты шарниров 퐸  в по-
движной системе координат 

 푋 푌 푍 :퐄ퟏ = [푟 0 0 1] , 퐄ퟐ =

− √ 0 1 , 퐄ퟑ = − −√ 0 1 . 
Обозначим в (1) 푀 = 푐표푠θ푐표푠α+

푠푖푛휓푠푖푛θ푠푖푛α, 푀 = −푐표푠θ푠푖푛α +
푠푖푛ψ푠푖푛θ푐표푠α, 푀 = 푠푖푛θ푐표푠ψ, 푀 =
푐표푠ψ푠푖푛α, 푀 = 푐표푠ψ푐표푠α, 푀 = −푠푖푛ψ, 
푀 = −푠푖푛θ푐표푠α + 푠푖푛ψ푐표푠θ푠푖푛φ, 푀 =
푠푖푛θ푠푖푛α + 푠푖푛ψ푐표푠θ푐표푠α, 푀 = 푐표푠θ푐표푠ψ. Вы-
разим координаты шарниров 퐸  в неподвижной 
системе координат 푋 푌 푍  

퐄ퟏ = 퐌ퟏ _ퟏ퐄ퟏ =

푥 +푀 푟
푦 +푀 푟
푧 + 푀 푟

1

=
푥 +푀 푟

0
푧 +푀 푟

1

, 

퐄ퟐ = 퐌ퟏ _ퟏ퐄ퟐ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡푥 − 0,5푟 푀 − √3푀
푦 − 0,5푟 푀 − √3푀
푧 − 0,5푟 푀 − √3푀

1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
, (5) 
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퐄ퟑ = 퐌ퟏ _ퟏ퐄ퟑ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡푥 − 0,5푟 푀 + √3푀
푦 − 0,5푟 푀 + √3푀
푧 − 0,5푟 푀 + √3푀

1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

где 푦 = −푀 푟 = −푟 cosψ sinα. 
Определим координаты шарниров 퐷  в непо-
движной системе координат 푋 푌 푍 	 

퐃ퟏ = [푅 0 0 1] 	, 

퐃ퟐ = − √ 0 1
		
, (6) 

퐃ퟑ = − −√ 0 1
		
.   

Подставив (5) и (6) в (4), запишем изменения 
длин штанг 

푙 = (푥 +푀 푟 − 푅) + (푧 +푀 푟) ,                                         (7) 

푙 = 푥 − 0,5푟 푀 −√3푀 + 0,5푅 + 푦 − 0,5푟 푀 −√3푀 − √ 푅 + 푧 − 0,5푟 푀 −√3푀 ,    (8) 

푙 = 푥 − 0,5푟 푀 +√3푀 + 0,5푅 + 푦 − 0,5푟 푀 +√3푀 − √ 푅 + 푧 − 0,5푟 푀 +√3푀 ,   (9) 

Наличие дополнительных смещений ослож-
няет вычислительную задачу в связи с неодно-
значностью решения обратной задачи кинема-
тики. Для аппроксимации рабочей области ис-
пользован разработанный алгоритм и его моди-
фикации различной размерности и подхода к пе-
реносу ограничений из пространства входных в 
пространство выходных координат. Рассмотрим 
наиболее оптимальные по точности и времени 
вычисления алгоритмы. 
Построим рабочую область трипода на высоте 푧  
среза. Алгоритм работает с тремя списками дву-
мерных параллелепипедов ℙ,ℙ 	и	ℙ , при этом 
список ℙ включает набор параллелепипедов, со-
держащих множество положений т.	푂′ в про-
странстве входных координат (углы поворота ψ и 
θ), список ℙ  включает набор параллепипедов, 
содержащих множество положений т.	푂′, удовле-
творяющих условию (3) в пространстве входных 
координат, список ℙ  содержащих множество 
положений т.	푂′, удовлетворяющих условию (3) 
в пространстве выходных координат (коорди-
наты т.	푂′ по оси 푋 	и	푌 ).   

 Алгоритм работает следующим образом: 
1.  Списки ℙ  и ℙ  пусты, а список ℙ состоит 

только из одного параллелепипеда 푄, включаю-
щего диапазон углов ψ и θ поворота платформы 
− , .  

2.  Извлечём из списка ℙ параллелепипед 
푄 , 푗 ∈ 1, 푛 и разделим равномерной сеткой по 
каждой из осей углов поворота 휃	и	휓 и переме-
щения по оси 푍  с шагом  и ( , ) соответ-
ственно.  

3. Определим для всех точек 퐴  длины 
штанг l1, l2, l3 (7-9). 

4. Выполним для всех точек 퐴  проверку 
вхождения рассчитываемых значений длин в до-
пустимый диапазон. 

5. Если для каждой из точек 퐴  все длины 
штанг имеют значения из допустимого диапа-
зона, то данный параллелепипед удовлетворяет 
условиям и добавляется к списку ℙ . 

6. Если ни для одной из точек 퐴   не выпол-
няется условие (3), то данный параллелепипед не 
удовлетворяет условиям и исключается из даль-
нейшего   рассмотрения. 

7. В остальных случаях параллелепипед де-
лится на два равных параллелепипеда вдоль ре-
бра с наибольшей длиной. Данные параллелепи-
педы   вносятся в конец списка ℙ. 

8. Если очередной для рассмотрения парал-
лелепипед 푄  в списке ℙ меньше заданной точно-
сти аппроксимации по всем осям, то есть интер-
валы ψ и θ меньше заданной точности аппрокси-
мации, то переходим к шагу 10. 

9.  В остальных случаях происходит повто-
рение шагов 2-9. 

10. Извлекаем из списка ℙ   параллелепипед 
푄 . 

11. Параллелепипед делится на два равных 
параллелепипеда вдоль ребра с наибольшей дли-
ной. Данные параллелепипеды   вносятся в конец 
списка ℙ . 

12. Если очередной для рассмотрения парал-
лелепипед в списке ℙ меньше заданной точности 
аппроксимации по всем осям, то есть интервалы 
ψ и θ меньше заданной точности аппроксимации, 
то данный параллелепипед добавляется к списку 
ℙ. 

13. Если шаги 10-13 выполнены для всех па-
раллелепипедов из списка ℙ , то переходим к 
шагу 15. 

14. В остальных случаях происходит повто-
рение шагов 10-13. 

15. Извлечём из списка ℙ параллелепипед 
푄 , 푗 ∈ 푙, 푛 и разделим равномерной сеткой по 
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каждой из осей углов поворота 휃	и	휓 и переме-
щения по оси 푍  с шагом  и ( , ) соответ-
ственно.  

16. Определим для всех точек 퐴  координаты 
т. 푂′ (푥 , 푦 ) по формуле (2). 

17. Если точка 퐴  не входит ни в один из па-
раллелепипедов из списка ℙ , то создаётся парал-
лелепипед размером δ х δ , содержащий точку 퐴  
и добавляется к списку ℙ . 

18. Если шаги 15-18 выполнены для всех па-
раллелепипедов из списка ℙ, то то алгоритм за-
вершает свою работу. 

19. В остальных случаях происходит повто-
рение шагов 15-18. 
Моделирование выполнено для 
푙 , , [80	мм, 	120	мм], 푅 = 50, 푟 = 30	мм, 
푧 = 105	мм, 130	мм, 145	мм. Результаты моде-
лирования представлены на рис. 6. 

 
                                                 а)                                                       б) 

Рис. 6.  Результаты моделирования (синее - 푧 = 105	мм, жёлтое - 푧 = 130	мм, 푧 = 145	мм): a) 훿 = 1	мм,  
б) 훿 = 2	мм 

Из рисунка видно, что рабочая область три-
пода ограничена размерами 25×45 мм. Время вы-
числения с размерностью сетки для вычислений 
функций 32×32 и точностью аппроксимации 훿 =
0,5	мм на персональном компьютере для 푧 =
130	мм составило 32 минуты, 훿 = 1	мм – 22 ми-
нуты. 

Выводы. Разработанные алгоритмы пока-
зали свою эффективность. Получены результаты 
моделирования с учётом особых положений. 
Проанализировано влияние различных геометри-
ческих параметров на объём рабочей области ро-
бота.  Для аппроксимации рабочей области ис-
пользованы разработанный алгоритм и его моди-
фикации с различной размерностью параллеле-
пипедов и подходами к переносу ограничений из 
пространства входных в пространство выходных 
координат в связи со сложностью вычислитель-
ной задачи. Экспериментально проверены раз-
личные размерности сетки (12÷64) для вычисле-
ния функций, а также точности аппроксимации 
훿 = 0,1 ÷ 1	мм. Время вычислений составило от 
… до … минут. Полученные результаты могут 
быть использованы при выборе геометрических 
параметров робота-трипода, обеспечивающих за-
данные технологическим процессом границы ра-
бочей области, а также при планировании траек-
тории с учётом обхода особых положений, в ко-
торых механизм может потерять управляемость. 

Источник финансирования. РФФИ грант 
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APPROXIMATION OF THE WORKSPACE OF PARALLEL AND SERIAL STRUCTURE 
MANIPULATORS AS PART OF THE MULTI-ROBOT SYSTEM  

Abstract. The article describes the application of optimization algorithms for solving the problem of de-
termining the workspace of robots as a serial and parallel structure based on the tripod. The method of ap-
proximating the set of solutions of nonlinear inequalities system describing constraints on the geometric pa-
rameters of the robot and based on the concept of non-uniform coverings is considered. The internal approx-
imations defined as a set of parallelepipeds are obtained on the basis of the method. The influence of various 
geometric parameters on the volume of the workspace of the robot is analyzed. To approximate the workspace, 
the developed algorithm and its modifications with different dimensions of parallelepipeds and approaches to 
the transfer of constraints from the space of input to the space of output coordinates due to the complexity of 
the computational problem are used.  A software package in the C ++ language is developed to implement the 
algorithms. The results of mathematical modeling are presented. Various dimensions of the grid to calculate 
the functions, as well as the accuracy of the approximation are experimentally conducted. The obtained results 
can be used in the selection of geometric parameters of robots, which determine their limitations when moving 
as part of a multi-robotic system. 

Keywords: serial structure robot, parallel structure robot, approximation algorithm. 
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