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Данная статья посвящена исследованию устойчивости стержней на примере двухпролетной 
стойки, имеющей одну промежуточную упругую опору и нагруженную распределенной нагрузкой. 
Основное внимание уделяется определению эйлеровой силы энергетическим методом. Получено вы-
ражение для критической силы с учетом жесткости упругой опоры. 
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Потеря устойчивости сжатых стержней яв-
ляется достаточно опасным процессом и, зача-
стую, приводит к разрушению конструкции в 
целом. Именно поэтому при оценке несущей 
способности сжатой конструкции важное значе-
ние имеют вопросы устойчивости  [1-14]. 

Рассмотрим двухпролетную стойку с одной 
промежуточной упругой опорой жесткостью с, 
нагруженную распределенной нагрузкой q (рис. 

1,а). Определим критическую силу стойки при 
условии: l1=l2 , EI=const. 

Для этого сначала перенесем равнодей-
ствующую распределенной нагрузки, прило-
женной посередине длины каждого пролета, в 
опоры В и С в половинном размере (рис. 1,б). 
Тогда в опорах В и С будет действовать сила 
ql/4. 

 
Рис. 1. Двухпролетная стойка с одной промежуточной упругой опорой: 

а – расчетная схема, б – расчетная схема с приведенной силой q, в – формы деформирования стержня 
 

Сумму всех сил, действующих на стойку, 
определяем по формуле: 

( ) ( ) ( ) ,прив i i crF F z q z dz z F          
(1)  

где q(z) – распределенная нагрузка;  μ(z) – по-
правочный коэффициент, определяемый по 
формуле μ(z)=z2/l2, где z – расстояние от точки A 
до точки приложения соответствующей силы, 
перенесенной в опоры B и C; l – длина стойки;  
Fcr – эйлерова сила. 

Для определения Fcr  рассмотрим двухпро-
летную стойку с одной промежуточной упругой 
опорой жесткостью с без участия q (рис.1,в). 

Зададимся приближенным уравнением 
упругой линии в изогнутом равновесном состо-
янии с точностью до двух параметров: 

1 2
π 2πsin sin .x xy a a
l l

 
              

(2)  

Для решения данной задачи используем 
энергетический метод. Он основан на анализе 
полной энергии системы или приращения энер-
гии в отклоненном состоянии, примерно совпа-
дающем по характеру перемещений с ожидае-
мой новой формой деформированного состоя-
ния после потери устойчивости системы. Для 
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этого запишем условие равенства нулю работы 
внешних и внутренних сил на перемещениях, 

соответствующих приращению параметров а1 и 
а2:  

1 1 1 1
1 1 1 10

2 2 2 2
2 2 2 20

1δ δ δ δ 0,

1δ δ δ δ 0.

l

l

U M fa M a dx cf a F a
a EI a a a

U M fa M a dx cf a F a
a EI a a a

   
   

   

   
   

   




                                            (3)

 

В формулах (3) первое слагаемое – это 
энергия изгиба стержня, второе – энергия де-
формации опоры, третье – работа силы F. 

Дифференциальное уравнение упругой ли-
нии 

2 2
/ /

1 22 2

π π 4π 2πsin sin ,x xM EIy a a EI
l l l l

 
    

                          
(4) 

из которого получим 
2

2
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2

2
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При x=l/2, y=f=a1  получим  

1

1;f
a



       2

0.f
a



  

Вертикальная составляющая перемещения 
верхнего опорного сечения: 

2 22
2 21

1 2 2
0 0

1 1 π π 2π 2π π( ) cos cos 2 ;
2 2 2 2

l l ax xy dx a a dx a
l l l l l
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\
тогда 

22
1 1
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2 2 2
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Подставив полученные значения в уравне-
ния работ и интегрируя их по параметрам а1 и 
а2, получим:  

22 2 2
2 2 1

1 1 2 1 1 1 12 2 2
1 0

22 2 2
2 2 2

2 1 2 2 1 22 2 2
2 0

π1 π π 4π 2π π πδ sin sin sin δ 1 δ δ 0,
2

2π1 π π 4π 2π 4π 2πδ sin sin sin δ 0 δ 0

l

l
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откуда следует: 

4 2

1 1 13

4 2

2 23

π π 0,
2 2

8π 2π 0

EI Fa ca a
l l

EI Fa a
l l

  

               
(8)

           

При условии неравенства нулю значений 
параметров а из уравнений (8) находим крити-
ческую силу: 

2

,1 2 2

π 2 ,
πcr

EI lcF
l

 
                     

(9)
                                                   

2

,2 2

4π
cr

EIF
l


                        

(10)
  

Значение критической силы по формуле (9) 
соответствует симметричной форме потери 
устойчивости, по формуле (10) соответствует 
кососимметричной форме потери устойчивости 
(рис.1,в). 

Для дальнейшего решения используем кри-
тическую силу, найденную по формуле (9). То-
гда, используя формулу (1), получим 

2

2 2 2

2 2 2 2 2

π 22 ;
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2

2 2

5 π 2 ,
16 π

EI lcF ql
l

                        (11) 

откуда имеем: 

2

2 2

π 2 5 .
π 16cr

EI lcF ql
l

  
                

(12) 

 
Таким образом, получено выражение кри-

тической силы для двухпролетной стойки с од-
ной промежуточной упругой опорой с учетом 
жесткости и нагруженной распределенной 
нагрузкой по высоте стержня. Используя пред-
ложенный алгоритм вычисления, можно полу-
чить выражение критической силы для n-го ко-
личества пролетов и (n-1) промежуточных упру-
гих опор. 
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Solodov N.V., Peshkova E.V. 
INVESTIGATION OF THE STABILITY OF RODS 
This article is devoted to the study of the stability of rods on the example of a two-rack having one interme-
diate elastic support and loaded with a distributed load. The focus is on the definition of the Euler force en-
ergy method. An expression for the critical force, taking into account the stiffness of the elastic support. 
Key words: stability, critical force, energy method. 

 


