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Рассмотрено движение частиц на вращающемся диске центробежного классификатора в за-

висимости от центробежной и кориолисовой силы, силы сопротивления и ускорения относительно-

го движения. Определено место (координаты) подачи исходного материала на разбрасывающий 

диск. Получены соотношения скорости схода частиц с диска, что даѐт возможность рассчитать 

скорость движения частиц в зоне сепарации цилиндрической формы.  
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Известный принцип разделения по крупно-

сти частиц порошковых материалов в горизон-

тальном потоке воздуха успешно реализуется 

при равномерном распределении сепарируемого 

материала. С целью организации однородного 

распределения частиц в новом классе центро-

бежных сепараторов, подача порошкообразного 

материала часто осуществляется вращающимся 

в горизонтальной плоскости диском [1, 2]. В 

настоящей статье рассматриваются особенности 

динамики частиц на плоском диске, осуществ-

ляющем подачу материала в зону воздушной 

сепарации. 

Рассмотрим движение частиц порошка по 

плоскому диску, вращающемуся в горизонталь-

ной плоскости с постоянной угловой скоростью, 

рад/с: 

ne  2 ,  

где n - частота вращения диска, с
-1

. 

На скользящую частицу из активных сил 

действует механическая сила трения T


 и аэро-

динамическая сила A


. Первую выразим через 

коэффициент трения 
тр

f  и нормальную реак-

цию поверхности диска. Для придания направ-

ления запишем ее величину в векторной форме: 






трmgfT  , 

или в безразмерном виде: 







тр

de

a
Rm

T
T 

2
, 

где  




de

тр

тр
R

gf
a

2
 ,                     (1) 

M – масса частицы, кг; g – ускорение силы тяже-

сти, м/с
2
; 


 – вектор скорости перемещения 

частицы по диску, м/с;  – абсолютная величи-

на вектора скорости перемещения частицы, м/с; 

dR  – радиус диска, м; 
1)(  deR


– абсо-

лютная величина вектора безразмерной скоро-

сти перемещения частицы. 

Вектор аэродинамической силы для тонких 

частиц, определяется законом Стокса [3], а для 

крупных частиц (крупнее 50 микрон) квадра-

тичным законом сопротивления: 





2

)(

4

2 uud
A э


 

 , 

где   – коэффициент лобового сопротивления, 

определяемый в узком диапазоне чисел Рей-

нольдса соотношением стоксовского типа: 

Re

B
 ;      




эd

u



Re  ,      (2) 

а для частиц неправильной формы (например, 

для частиц материалов после механического 

дробления) – соотношением озееновского типа 

[4]: 

0
Re

24
  , 

где 
0

  – коэффициент лобового сопротивления 

в области автомодельности; 
э

d  – эквивалент-

ный диаметр частиц, м; u


 – вектор скорости 

воздуха, м/с;   – плотность воздуха, кг/м
3
;   – 

динамическая вязкость воздуха, Па с. 

Аппроксимируя в узком диапазоне 

21 ReReRe   (при 2Re/Re 12  ), можно 

найти коэффициент 2lnRe24 20  B  и 

mailto:V_dmitrienko@mail.ru


Вестник БГТУ им. В.Г. Шухова                                                                                                                          2012, №1 

74 

выразить аэродинамическую силу линейным 

соотношением: 

)(
8

ud
B

A э


  ,             (3) 

отличающимся от формулы Стокса лишь чис-

ленным коэффициентом 
8

B
 вместо 3. 

Поскольку движение скользящих частиц 

происходит в пограничном слое (анализ показал, 

что при cрадe /9,86 толщина этого слоя 

намного больше диаметра частиц порошка; она 

составляет более 400 микрон), скорость воздуха 

можно принять равной нулю и поэтому суммар-

ную безразмерную  силу сопротивления 

( ATC


 ) можно выразить простейшим ли-

нейным соотношением: 

fC 


,             

eчэ

тр
d

B
af




28

6
  (4) 

а радиальную и тангенциальную составляющую 

этой силы – через соответствующие проекции 

безразмерной скорости перемещения частицы: 

xx fC  ;        )/( dexx R  ;      (5) 

  yy fC  ;          )/( deyy R  ,     (6) 

где 
ч

  – плотность частиц, кг/м
3
; 

yx
 , – ради-

альная и тангенциальная составляющие вектора 

скорости частицы. 

Будем рассматривать относительное дви-

жение частицы по горизонтальному диску, вра-

щающемуся с постоянной угловой скоростью по 

часовой стрелке (рис. 1), вектор угловой скоро-

сти 
е

 направлен перпендикулярно плоскости 

рисунка от зрителя. Выбор этого направления 

продиктован желанием рассматривать восходя-

щее относительное движение, при котором про-

исходит увеличение текущих координат траек-

тории x и   в выбранной полярной системе 

координат. 

 
Рис. 1. Кинематическая схема относительного сколь-

жения частиц по вращающемуся диску 

 

Уравнение динамики относительно движе-

ния [5] в нашем случае в векторной форме имеет 

вид 

КЦCam


0 ;                   (7) 

где С


– сила сопративления, Н; Ц


– центро-

бежная сила, Н; К


 – Кориолисова сила, Н; 
0

a


 – 

вектор ускорения относительного движения, 

составляющие которого в силу постоянности 

угловой скорости вращения диска равны (точ-

ками над координатами обозначены производ-

ные во времени): 
2 xxax  ;            

 xxa 2 . 

Переносная сила инерции представлена 

центробежной силой Ц


, радиальная и танген-

циальная составляющие которой определяются 

очевидными равенствами 
2

ex mxЦ  ;           0Ц   . 

Кориолисова сила инерции, направление 

вектора которой определяется правилом 

Н.Е.Жуковского, может быть представлена 




 mК 2 , 

а составляющие этого вектора: 

 xmК ex 2 ;                 xmК e
 2  . 

Проектируя исходное векторное уравнение 

(7) на оси полярной системы координат, и раз-

делив составляющие векторов на 
de

Rm 2 , по-

лучим следующую систему уравнений в безраз-

мерном виде  

  xxxfxx 2)( 2
;            (8) 

xxfxx  22  ,              (9) 

где dRxx / ; x
d

xd
x 


 ;    

22

2





 d

d

d

xd
x x  ;

 






d

d
 ;   

2

2






d

d
  ; et  . 

Здесь штрихами над координатами обозна-

чены производные по безразмерному време-

ни
e

t  . В правой части уравнений первые 

члены представляют собой безразмерное уско-

рение центробежной силы (в уравнении (8)) и 

кориолисовой силы (в уравнении (9)) относи-

тельного движения частицы, последние члены – 

составляющие безразмерного ускорения корио-

лисовой силы переносного движения, а третий 

член правой части уравнения (8) представляет 

собой безразмерное ускорение центробежной 

силы этого движения. 

После очевидных преобразований систему 

уравнений (8) и (9) перепишем, опуская знак 

осреднения (черту над величинами), в следую-

щем виде  
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xfxx  2)1(  ;  


 f
x

x
)1(2 . (10) 

В общем виде из-за нелинейности уравне-

ний их решение возможно лишь численными 

методами. Для удобства численного интегриро-

вания эту систему можно записать в виде систе-

мы четырех уравнений первого порядка  

x
d

dx



 ;            






d

d
;           (11) 

x
x fx

d

d





  2)1( ;            (12) 

 





f

xd

d xx  )1(2 ,            (13) 

с неоднородными в общем случае началь-

ными условиями 

;0xx   ;0  ;0 x ;0  при .0  14) 

Уравнения динамики (12) и (13) допускает 

аналитическое решение лишь в одном частном 

случае скольжения частиц без сил сопротивле-

ния (f = 0). В этом случае уравнение (13) сводит-

ся к уравнению с разделяющимися переменны-

ми  

x

dxd
2

1


 






;                     (15) 

имеющее при начальных условиях (14) следую-

щее решение 

2

01
x

n
 ;                        (16) 

где для удобства записи принято 

2

000 )1( xn  . 

С учетом (16) можем теперь проинтегриро-

вать уравнение (12), описывающие радиальное 

перемещение частицы (при f = 0). После очевид-

ных преобразований получим 

2

2

0

x

n

dx

d x
x 


 ; 

откуда 
2

02

0

0

0

22

0

2

0

2

0 1
11






















x

x
H

x

n

xx
nx  (17) 

Интегрируя это уравнение (имея ввиду, что 

x
d

dx



 ) найдем 

2

0

2

0

02

0

2

0

0






































 в

в

n
x

в

n
x ,   (18) 

где для простоты записи принято 

00

0

0

00
0

)1( xn

x
H






 ;  

2

0

02

00 











x

n
b   . 

Уравнение (16) с учетом (18) перепишем в 

виде следующего разрешимого в квадратурах 

дифференциального уравнения 

}])1)(1([1{

)1(
1

2

0

2

00

2

0

2

00










HHx

Hn

d

d , 

решение которого имеет вид: 
 

 
  0

2

0

2

00

2

0

0

2

0

2

0

0 11
)1)(1(

11

arctgHH
x

x
arctg

H

HH
x

x





























 .          (19) 

Соотношения (18) и (19) описывают отно-

сительную траекторию частиц, скользящих без 

сопротивления по вращающемуся в горизон-

тальной плоскости диску. Траектории (рис. 2) 

построенные в соответствии с этими соотноше-

ниями представляют собой спирали раскручи-

вающихся под действием кориолисовых сил в 

сторону противоположную направлению вра-

щения диска. Длина этих спиралей в существен-

ной степени зависит от положения начальной 

точки траектории х0 (расстояния от оси враще-

ния до точки загрузки частицы на диск). Чем 

ближе точка загрузки к оси вращения, тем длин-

нее траектория частиц, тем больше угол сброса 

частиц с диска )1(k .  

Ниже будет показано, что при большой си-

ле сопротивления (f → ∞) угол сброса составля-

ет 0)( 
k

 , т.е. поток полидисперсного по-

рошка будет занимать практически всю поверх-

ность криволинейного треугольника с вершина-

ми М0(х0, 0), Мк(1, 
k

 ) и Б(1, 0). Кривая М0Мк – 

представляет собой траекторию частицы с «ну-

левым» коэффициентом сопротивления, загру-

жаемой в точке М0(х0, 0), отрезок М0Б – траек-

тория частицы с бесконечно большим коэффи-

циентом сопротивления, а дуга МкБ – граница 

диска, с которой сбрасывается частица полидис-

персного порошка, загружаемого на диск в точ-

ке М0. 

Очевидно, степень использования границы 

диска  будет характеризоваться отношением 





2

k
dИ  ,                    (20) 
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Рис. 2. Изменение траектории частиц в зависимости 

от положения точки загрузки x0 

(при  0 = ε0 = 0,1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3. Изменение угла раскрытия границ потока 

скользящих частиц от положения точки загрузки x0 

(при  0 = ε0 = 0,1) 

 

где 
k

  в силу (19) 

02

0

2

0

0

2

0

02

0

2

0

11
1

)1)(1(

1
1

arctgH
x

H
arctg

H

H
x

H

k 











 .                               (21) 

Чем ближе точка загрузки порошка к оси 

вращения, тем больше степень использования 

диска (рис. 3). Так при х0= 0,1 степень использо-

вания практически равна 1. А при удалении точ-

ки загрузки до х0= 0,2 степень использования 

чуть больше 1/2. Поэтому при удалении точки 

загрузки х0 с целью полного использования гра-

ницы диска необходимо использовать несколько 

точек загрузки (например при х0 = 0,2 необходи-

мо две точки загрузки, размещенных на диамет-

ре диска на расстоянии 0,2Rd от его оси враще-

ния). 

Что касается скорости скользящих без тре-

ния частиц, то она имеет асимптотический ха-

рактер: как радиальная, так и угловая скорости 

достаточно быстро принимают предельное зна-

чение. Это свойство можно использовать для 

линеаризации уравнений (12) и (13), т.е. поло-

жим для первого constb   2)1( ,для вто-

рого consta
x

x
x 


. 

С учѐтом этих допущений упомянутая си-

стема уравнений преобразуется в систему ли-

нейных уравнений второго порядка 

0 xbxfx                  (22) 

02)2(  xx aaf  ,         (23) 

решение которых не вызывает затруднения: 

;21

21

 aa
eCeCx 

 21

2211

aa

x eaCeaCx   











e1

)( 00 ; ; 

где для удобства записи принято 

xaf 2 ;   
1)

2
1(

2 
x

x

a

fa


 ;        

21

20
1

aa

xa
C







;       
21

10
2

aa

xa
C







;     

)11(
2

1  
f

a ;         )11(
2

2  
f

a ;  

 121 faa ;  b
f

2

2








 .    

Используем полученные решения для опре-

деления принятых констант 
x

a и 


b . Учитывая, 

что 0
2
a  и 

21
aa  , можем при 1  

записать 
 1

11

a

x eaC ;       
1

1

a
eCx  ;     


 . 

что позволяет получить систему уравнений 
2)1(  b ;           

)11(
2

1  
f

aax  , 

дающей возможность найти зависимость иско-

мых параметров от коэффициента силы сопро-

тивления f: 

φm(0) 

ωе 

1

y

Б

x

Мk

М00,50

φk/2π 

0
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)1
4

1(
2 2

 b
f

f
ax ;            (24) 

)1
16

1(
8 2

2


f

f
b .              (25) 

и определить конечную величину скорости 

скольжения частиц (при x= 1) 

xxx a 11|  ;                    (26) 

  bx  1| 11 ;               (27) 

2

1 )1(|  baxkx  .      (28) 

Для оценки точности полученных прибли-

жѐнных решений было выполнено численное 

интегрирование исходной системы уравнений 

(11) – (13). Сопоставление конечных величин 

скорости, рассчитанных по приближенным 

формулам (26) и (27), со значениями, получен-

ными численным интегрированием системы (11) 

– (13) при начальных условиях 

1,0000  x ; 00   приведено в табл. 1. 

Угол схода при этом определяем по форму-

ле: 

1

1
1




 tg . 

Как видно из этих данных приближенный 

расчет достаточно точно описывает параметр 

схода частиц с вращающегося диска при f ≥ 0,4. 

Скоростные параметры относительной скорости 

схода частиц с диска графически предоставлены 

на рис. 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 4. Изменение скорости частицы при сходе с 

вращающегося диска в зависимости от коэффициента 

сопротивления (x0 = 0,1;  0 = ε0 = 0,1) 

 

Таблица 1 

Значения скорости частиц при сходе с диска 

f 

 

Угловая скорость  Радиальная скорость  Угол схода , рад 

по ф.(27) числен. по ф.(26) числен. по ф.(29) числен. 

0 0 1,0 0,9910 0 0,1342 1,5708 1,4362 

0,1 0,22083 0,7792  0,1764  1,3482  

0,2 0,30842 0,6917 0,6894 0,2242 0,2197 1,2574 1,2623 

0,4 0,42544 0,5746 0,5736 0,2701 0,2704 1,1314 1,1303 

0,6 0,50829 0,4917 0,4917 0,2902 0,2905 1,0376 1,0372 

0,8 0,57264 0,4274 0,4274 0,2985 0,2986 0,9611 0,9610 

1,0 0,62481 0,3752 0,3752 0,3002 0,3002 0,8960 0,8960 

1,2 0,66815 0,3319 0,3319 0,2980 0,2980 0,8392 0,8392 

1,4 0,70473 0,2953 0,2953 0,2933 0,2933 0,7888 0,7888 

1,6 0,73595 0,2640 0,2640 0,2870 0,2870 0,7437 0,7437 

1,8 0,76284 0,2372 0,2372 0,2798 0,2798 0,7032 0,7032 

2,0 0,78615 0,2138 0,2138 0,2720 0,2720 0,6662 0,6662 

2,4 0,82427 0,1757 0,1757 0,2558 0,2558 0,5964 0,5964 

2,8 0,85377 0,1462 0,1462 0,2398 0,2398 0,5475 0,5475 

3,2 0,87693 0,1231 0,1231 0,2246 0,2246 0,5014 0,5014 

3,6 0,89535 0,1046 0,1046 0,2104 0,2104 0,4614 0,4614 

4,0 0,91018 0,0898 0,0898 0,1974 0,1974 0,4269 0,4269 

5,0 0,93646 0,0635 0,0635 0,1696 0,1696 0,3583 0,3583 

6,0 0,95306 0,0469 0,0469 0,1477 0,1477 0,3075 0,3075 

8,0 0,97174 0,0282 0,0282 0,1163 0,1163 0,2379 0,2379 

10 0,98128 0,0187 0,0187 0,0954 0,0954 0,1936 0,1936 

15 0,99138 0,00862  0,0652    

20 0,99509 0,0049 0,0049 0,0494 0,0494 0,0989 0,0989 

35 0,99838 0,00162  0,0285    

50 0,99920 0,0008 0,0008 0,0200 0,0200 0,0400 0,0400 

80 0,99969 0,00031  0,01249    

100 0,99980 0,0002 0,0002 0,0100 0,0100 0,0200 0,0200 

1000 1,0 0,000002 0,000002 0,0010 0,0010 0,002 0,002 

∞ 1,0 0  0  0 0 

 

 

 

f
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Как видно из графиков (рис. 5) траектория 

скольжения частиц заметно изменяется от ко-

эффициента сопротивленияf. Предельные значе-

ния коэффициента сопротивления f → 0 и  f → 

∞. Для случая скольжения частиц без сопротив-

ления (f → 0), траектория наиболее протяжен-

ная, а угол схода 
1

  (угол между радиусом дис-

ка и вектором относительной скорости  при 

сходе частиц с диска) практически равен 2/ , 

для случая f → ∞, характерно → 0. Коэффи-

циент сопротивления зависит от диаметра ча-

стиц, в силу (4) и (1): 

aT fff 
;
 

где 


P
fT   ; 

2

э

a
d

S
f   ; 

d

э
э

R

d
d   ; 

de

тр

R

gf
P

2
 ;     

eчэd
KS




2

  . 

Здесь,K – численный коэффициент равный 

K = 18 для тонких частиц  и K = 

6В/8 (dэ >50 мкм). При Rd= 0,1 м; ωe = 86,9 

рад/с; 
ч

 =2400 кг/м
3
; fтр = 0,5, имеем 

310495,6 P , 910628,8  KS , 

5* 10 ээ dd , где 
*

эd  – диаметр частиц в мкм. 

Численные значения коэффициента сопротивле-

ния для этого случая приведено в табл. 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 5. Изменение траектории скользящих по диску 

частиц в зависимости от коэффициента  

сопротивления 

При этом величина   определялась по 

формулам (24), (25), (28), задавшись значением 

f. Затем определялся тf , потом тa fff    и 

наконец aэ fSd / . 

Таблица 2 

Значения коэффициентов сопротивления для частиц различной крупности 

dэ, мкм f fа  dэ, мкм f fа  
1,3 1000 993,5 0,0010 20,9 3,6 3,572 0,2350 

4,0 100 99,35 0,0100 22,1 3,2 3,175 0,2561 

4,4 80 79,48 0,0125 23,6 2,8 2,778 0,2809 

5,6 50 49,67 0,0200 25,5 2,4 2,379 0,3103 

6,7 35 34,80 0,0285 28,0 2,0 1,981 0,3460 

8,8 20 19,87 0,0496 29,5 1,8 1,782 0,3668 

10,2 15 14,90 0,0658 31,3 1,6 1,583 0,3900 

12,5 10 9,933 0,0972 33,5 1,4 1,3844 0,4162 

14,0 8,0 7,946 0,1197 36,2 1,2 1,1854 0,4461 

16,1 6,0 5,958 0,1550 39,7 1,0 0,9865 0,4805 

17,7 5,0 4,964 0,1811 44,4 0,8 0,7875 0,5213 

19,8 4,0 3,970 0,2169 51,4 0,6 0,5886 0,5710 

Таким образом, уже при загрузке полидис-
персного порошка диском происходит разделе-
ние частиц по крупности. Этому способствуют 
силы Кориолиса и силы сопротивления движе-
ния частиц при их скольжении по вращающему-
ся диску. 

*Исследования выполнены при поддержке 
Совета по грантам Президента РФ (код про-
екта НШ-588.2012.8). 
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