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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
 СОСТОЯНИЯ ЦАПФЫ ШАРОВОЙ МЕЛЬНИЦЫ ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛЫ 

ТЯЖЕСТИ И ВРАЩЕНИЯ 

Аннотация. В статье рассматривается цапфа шаровой мельницы под действием постоянных 
нагрузок корпуса с мелющими телами и материалом, одновременным действием силы тяжести и 
вращения за счет момента внешних сил. При эксплуатации шаровой мельницы опасным сечением 
днищ является место перехода цилиндрической части цапфы в коническую. Оценено напряженно-де-
формированное состояние цапфы шаровой мельницы производится на основе математической мо-
дели, включающей в себя полную систему уравнений равновесия, определяющих соотношений упруго-
пластического деформирования, учитывающих эффекты циклического нагружения материала, с со-
ответствующими начальными и граничными условиями. Учтена динамическая нагрузка, возникаю-
щая при вращении, по принципу Даламбера, согласно которому ко всем действующим внешним силам 
добавляются силы инерции. Получено уравнение изгиба оси цапфы, учитывающее действие сил инер-
ции. Получены зависимости прогиба, кривизны прогиба и напряжения от продольной координаты при 
действии силы тяжести и вращения на ось цапфы. Определена величина касательного напряжения 
от действия крутящего момента. Определено общее выражение эквивалентного напряжения, учи-
тывающее сложное напряженно-деформированное состояние цапфы шаровой мельницы, испытыва-
ющей растягивающее напряжение от изгибающих нагрузок и сдвиговое напряжение от крутящего 
момента. 

Ключевые слова: цапфа шаровой мельницы, износ оборудования, математическое описание, 
напряженно-деформированное состояние, изгиб вращающейся цапфы. 

 
 

Введение. При эксплуатации шаровой мель-
ницы опасным сечением днищ является место пе-
рехода цилиндрической части цапфы в коническую 
[1, 2]. Под действием постоянных нагрузок корпуса 
с мелющими телами и материалом, одновремен-
ным действием силы тяжести и вращения за счет 
момента внешних сил возникает изгиб [3]. 

Цапфа имеет форму полого цилиндра, кото-
рый защемлен на конце и вращается вокруг про-
дольной оси [4]. Оценка напряженно-деформиро-
ванного состояния цапфы шаровой мельницы про-
изводится на основе математической модели, 
включающей в себя полную систему уравнений 
равновесия, определяющих соотношений упруго-
пластического деформирования, учитывающих эф-
фекты циклического нагружения материала, с соот-
ветствующими начальными и граничными услови-
ями. 

Методология. Согласно работам [5, 6, 7], в 
первом приближении решение этой задачи может 
быть получено с использованием инженерных под-
ходов на основе простейших соотношений теории 
упругости, сопротивления материалов и механики 
материалов [8, 9, 10]. Изгиб вращающейся цапфы 
обусловлен одновременным действием силы тяже-
сти и вращения за счет момента внешних сил (рис. 
1). 

Вращение при изгибе детали цилиндрической 
формы приводит к формированию сложного 
напряженно-деформированного состояния [8]. Мо-
делирование такого процесса требует применения 
эйлерово-лангранжева подхода, прослеживания 
истории деформирования материальных частиц, в 
том числе процесса нагружения и процессов упру-
гопластического нагружения с появлением вторич-
ных пластических деформаций и изменением пре-
дела текучести материала, учета особенностей за-
конопеременного деформирования. 

Основная часть. При наличии зоны пласти-
ческих деформаций в области высоких значений 
кривизны продольной оси цапфы, ситуация суще-
ственно меняется, поскольку в результате пласти-
ческого нагружения формируется остаточная кри-
визна [5, 11].  

Оценка напряженно-деформированного со-
стояния цапфы, изогнутого под действием соб-
ственного веса и веса корпуса, поворачивающегося 
вокруг оси, выполняется с привлечением уравне-
ний механики материалов. Для учета динамиче-
ской нагрузки, возникающей при вращении, при-
меняется принцип Даламбера [5, 12], согласно ко-
торому ко всем действующим внешним силам до-
бавляются силы инерции. 
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Рис. 1. Расчетная схема изгиба и вращения цапфы 

Уравнение изгиба оси цапфы, учитывающее 
действие сил инерции (рис. 1), имеет вид [5, 6, 7]: 

ܬܧ ௗ
ర௎(௫)
ௗ௫ర

= ݉݃+ 	݉߱ଶܷ(ݔ),           (1) 

с граничными условиями 

௫ୀ଴|(ݔ)ܷ = 0,                     (2) 
ௗ௎(௫)
ௗ௫

ቚ
௫ୀ଴

= 0,                     (3) 

ௗమ௎(௫)
ௗ௫మ

ቚ
௫ୀ௟

= ெ(௫)
ா௃

ቚ
௫ୀ௟

= 0,           (4) 

ௗయ௎(௫)
ௗ௫య

ቚ
௫ୀ௟

= ௤(௫)
ா௃
ቚ
௫ୀ௟

= 0,             (5) 

где ܷ  продольная – ݔ ;функция прогиба цапфы – (ݔ)
координата; ܬ – геометрический момент инерции 
объема относительно оси OX, рассчитываемый по 
формуле: 

ܬ = ∫ܴଶଶܸ݀,                          (6) 

где ܴଶ – внешний радиус цапфы, ܸ  – объем цапфы; 
݉ – погонная масса, рассчитываемая по формуле: 

݉ = ݉ц+0,5 ∙ ݉к,                  (7) 

где ݉ц – масса цапфы шаровой мельницы, 
 mк – масса корпуса с мелющими телами и матери-
алом; (ݔ)ܯ – внешний изгибающий момент; 
(ݔ)ݍ :распределенная массовая нагрузка – (ݔ)ݍ  =
݉݃, где ݃ – ускорение свободного падения. 

Решение неоднородного дифференциального 
уравнения (1) четвертого порядка представляется 
общим решением ଵܷ(ݔ) однородного дифференци-
ального уравнения [12, 13]: 

ܬܧ ௗ
ర௎భ(௫)
ௗ௫ర

− 	݉߱ଶ
ଵܷ(ݔ) = 0,          (8) 

и частным решением ܷ ଶ(ݔ) неоднородного диффе-
ренциального уравнения: 

ܬܧ ௗ
ర௎మ(௫)
ௗ௫ర

+ 	݉߱ଶܷଶ(ݔ) = ݉݃.         (9) 

Общее решение ଵܷ(ݔ) уравнения (8) строится 
в виде [12, 13]: 

ଵܷ(ݔ) = ఈ௫݁ܣ ,                 (10) 

частное решение ܷ ଶ(ݔ) уравнения (2.9) согласно [7, 
8] разыскивается в виде: 

ܷଶ(ݔ) =  (11)                      ,ܤ

соответствующем виду правой части уравнения (9), 
где ܣ,  .искомые константы – ߙ и ܤ

Подстановка решения (10) в однородное диф-
ференциальное уравнение (8) приводит к характе-
ристическому уравнению: 

ఈ௫݁ܣସߙܬܧ −݉߱ଶ݁ܣఈ௫ = 0.      (12) 

Введем обозначение 

ସܦ = ௠ఠమ

ா௃
.                         (13) 

Исходя из (13), полученное соотношение (12) 
можно представить в виде алгебраического уравне-
ния четвертой степени: 

ସߙ =  ସ.                        (14)ܦ

Корни уравнения (14) имеют вид: 
ଵߙ = ,ܦ+ ଶߙ = ,ܦ− ଷߙ = ,ܦ݅ ସߙ =  (15)   	,ܦ݅−

где ݅ = √−1 – мнимая (комплексная) единица.  
Общее решение однородного дифференциаль-

ного уравнения (8) принимает вид: 

ଵܷ(ݔ) = ଵ݁஽௫ܣ ଶ݁ି஽௫ܣ+ + ଷ݁௜஽௫ܣ ସ݁ି௜஽௫ܣ+ .				(16) 

Подстановка решения (11) в неоднородное 
дифференциальное уравнение (9) приводит к урав-
нению относительно константы B: 

݉߱ଶܤ = ݉݃.                (17) 
Из (17) следует: 

ܤ = − ௚
ఠమ.                        (18) 

В итоге решения дифференциального уравне-
ния (1) записывается в виде: 

(ݔ)ܷ = ଵܷ(ݔ) + ܷଶ(ݔ) = ଵ݁஽௫ܣ ଶ݁ି஽௫ܣ	+ +
ଷ݁௜஽௫ܣ	+ + ସ݁ି௜஽௫ܣ −

௚
ఠమ.            (19) 
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С учетом формулы Эйлера [7]: 
(ݔ)ܷ = ଵ݁஽௫ܣ + ଶ݁ି஽௫ܣ + ଷܣ ݔܦݏ݋ܿ + ସܣ ݔܦ݊݅ݏ −

௚
ఠమ.                                (20) 

Для нахождения значений постоянных инте-
грирования Aଵ, Aଶ, Aଷ, Aସ	используются граничные 
условия (2) – (5):
 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ௫ୀ଴|(ݔ)ܷ = ቂܣଵ݁஽௫ + ଶ݁ି஽௫ܣ + ଷܣ ݔܦݏ݋ܿ + ସܣ ݔܦ݊݅ݏ −

௚
ఠమቃ௫ୀ଴

= 0,
ௗ௎(௫)
ௗ௫

|௫ୀ଴ = ஽௫݁ܦଵܣ] − ஽௫ି݁ܦଶܣ − ܦଷܣ ݊݅ݏ ݔܦ + ܦସܣ ௫ୀ଴[ݔܦݏ݋ܿ = 0,
ௗ௎(௫)
ௗ௫

|௫ୀ଴ = ஽௫݁ܦଵܣ] − ஽௫ି݁ܦଶܣ − ܦଷܣ ݊݅ݏ ݔܦ + ܦସܣ ௫ୀ଴[ݔܦݏ݋ܿ = 0,
ௗయ௎(௫)
ௗ௫య

|௫ୀଵ = ଷ݁஽௫ܦଵܣ] − ଷ݁ି஽௫ܦଶܣ + ଷܦଷܣ ݔܦ݊݅ݏ − ଷܦସܣ ௫ୀଵ[ݔܦݏ݋ܿ = 0.

               (21) 

Соотношения (21) являются системой линей-
ных алгебраических уравнений относительно иско-
мых весличин A1, A2, A3, A4:

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଵܣ1 + ଶܣ1 + ଷܣ1 + ସܣ0 =

௚
ఠమ ,

ଵܣܦ − ଶܣܦ + ଷܣ0 + ସܣܦ = 0,
ଵܣଶ݁஽௟ܦ + ଶܣଶ݁ି஽௟ܦ − ଶܦ ݈ܦݏ݋ܿ ଷܣ ଶܦ− ݈ܦ݊݅ݏ ସܣ = 0,
݁஽௟ܦଷܣଵ − ݁ି஽௟ܦଷܣଶ + ଷܦ ݈ܦ݊݅ݏ ଷܣ ଷܦ− ݈ܦݏ݋ܿ ସܣ = 0.

                                    (22) 

Решение полученной системы линейных ал-
гебраических уравнений (22) с подстановкой всех 

известных величин позволяет определить постоян-
ные интегрирования: 

A1 = 28,73588; A2 =53,71975; A3 = 74,50436; A4 = 24,98738.                          (23) 

Решение (19) принимает вид: 
(ݔ)ܷ = 28,73588݁஽௫ + 53,71975݁ି஽௫ + 74,50436 (ݔܦ)ݏ݋ܿ + 	24,98738 (ݔܦ)݊݅ݏ − ௚

ఠమ.   (24) 
Кривизна прогиба осевой линии цапфы определяется по формуле: 
к = ௗమ௎(௫)

ௗ௫మ
= ଶ(28,73588݁஽௫ܦ + 53,71975݁ି஽௫ + 74,50436 (ݔܦ)ݏ݋ܿ ++24,98738  (25)  (	(ݔܦ)݊݅ݏ

На рисунке 2 приведена форма прогиба осевой 
линии цапфы при ее вращении, на рисунке 3 – кри-
визна прогиба оси цапфы.

 

 
Рис. 2. Зависимость прогиба от продольной  

координаты OX при действии силы тяжести и вращения 
на ось цапфы  

 
Рис. 3. Зависимость кривизны прогиба  

от продольной координаты OX при действии силы тя-
жести  и вращения на ось цапфы  

 
Напряжения, возникающие в цапфе шаровой 

мельницы, согласно [6] определяются как: 
ߪ = ܧ	 ∙ ݇ ∙ ܴଶ .          (26) 

На рисунке 4 представлен график зависимости 
напряжения цапфы от продольной координаты x, 
показывающий распределение напряжения по 
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длине внешней цилиндрической поверхности 
цапфы при действии силы тяжести и вращении. 

 
Рис. 4. Зависимость напряжения от продольной координаты при действии силы тяжести 

 и вращения на ось цапфы  

Как видно из рисунка 3, наибольшая кривизна 
цапфа имеет место в точке x=0: 

к|௫ୀ଴ = ଶ(28,73588݁஽∙଴ܦ + 53,71975݁ି஽∙଴
+ 74,50436 ܦ)ݏ݋ܿ ∙ 0) + 

+24,98738 ܦ)݊݅ݏ ∙ 0)) = 0,79769	     (27) 
Следовательно, наибольшие по модулю 

напряжения в цапфе достигаются именно в этом се-
чении,  

௠௔௫ߪ = ܧ	 ∙ ݇௠௔௫ ∙ ܴଶ = 111676	Па.       (28) 
Определение величины касательного напря-

жения от действия крутящего момента Мкр	, прило-
женного к цапфе, выполняется согласно [5, 6, 8]: 

߬ = ெкр

ூ೛
ܴଶ,                       (29) 

где Mкр– крутящий момент шаровой мель-
ницы; I୮ – полярный момент инерции поперечного 
сечения [11]: 

௣ܫ = ଶସܴ)ߨ4 − ܴଵସ); 
Для заданных значениях радиуса внешней и 

внутренней поверхности цапфы и крутящего мо-
мента шаровой мельницы, максимальное сдвиго-
вое напряжение определяется величиной: 

߬௠௔௫ =
крܯ

௣ܫ
ܴଶ = 3516	Па. 

Учитывая сложное напряженно-деформиро-
ванное состояние цапфы шаровой мельницы, испы-
тывающей растягивающее напряжение от изгибаю-
щих нагрузок и сдвиговое напряжение от крутя-
щего момента, эквивалентное напряжение следует 
определять с использованием понятия интенсивно-
сти напряжения σ୧, определяемого общим выраже-
нием [5, 6, 15]:

௜ߪ =
ଵ
√ଶ
ට൫ߪ௫ − ௬൯ߪ

ଶ
+ ൫ߪ௬ − ௭൯ߪ

ଶ
+ ௭ߪ) − ௫)ଶߪ + 6൫߬௫௬ଶ + ߬௬௭ଶ + ߬௭௫ଶ ൯.                          (30) 

Для определения эквивалентного напряжения 
цапфы в данном случае, формула (30) будем иметь 
вид: 

௜ߪ = ටߪ + 3߬௫ଶ = 0,1118	МПа. 
Выводы. Получено уравнение изгиба оси 

цапфы, учитывающее действие сил инерции. По-
лучены зависимости прогиба, кривизны прогиба 
и напряжения от продольной координаты при 
действии силы тяжести и вращения на ось цапфы. 
Определена величина касательного напряжения 
от действия крутящего момента. Определено об-
щее выражение эквивалентного напряжения, 
учитывающее сложное напряженно-деформиро-
ванное состояние цапфы шаровой мельницы, ис-

пытывающей растягивающее напряжение от из-
гибающих нагрузок и сдвиговое напряжение от 
крутящего момента. 
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF STRESS-STRAIN CONDITION OF BALL MILL’S 
PIN UNDER THE FORCE OF GRAVITY AND ROTATION 

Abstract. The article discusses the pin of a ball mill under the action of constant loads of the body with 
grinding material, the simultaneous action of gravity and rotation due to the moment of external forces.  Dur-
ing the operation of a ball mill, a dangerous section of the bottoms is the place where the cylindrical part of 
the trunnion becomes conical.  The stress-strain condition of the ball mill’ pin is estimated on the basis of a 
mathematical model that includes a complete system of equilibrium equations, defining ratios of elastoplastic 
deformation. It takes into account the effects of cyclic loading of the material, with the corresponding initial 
and boundary conditions.  The dynamic load that occurs during rotation is taken into account, according to 
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the D'Alembert's principle, which means inertia forces are added to all acting external forces.  The bend equa-
tion of pin's axle is obtained; it considers the action of inertia forces.  The dependences of the deflection, 
deflection curvature and stress on the longitudinal coordinate under the action of gravity and rotation on the 
pin’s axle are obtained.  The value of the shear stress from the action of torque is determined.  The general 
expression of equivalent stress is examined. It includes the complex stress-strain condition of the ball mill’s 
pin, which experiences tensile stress from bending loads and shear stress of torque. 

Keywords: pin of ball mill, depreciation of equipment, the mathematical description of the stress-strain 
condition, the bending of the rotating pin. 
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