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ОСОБЕННОСТИ ДВИЖЕНИЯ МЕЛЮЩИХ ТЕЛ В КАМЕРАХ ЦЕНТРОБЕЖНОГО 
ПОМОЛЬНОГО АГРЕГАТА  

Аннотация. В настоящее время значительное внимание уделяется повышению эффективности 
помольного оборудования для производства высокодисперсных порошков. Одним из перспективных 
направлений является создание энергосберегающих центробежных измельчителей. В статье рас-
смотрен помольный агрегат, основу которого составляет рычажный механизм, позволяющий обес-
печить различные траектории движения помольных камер и, соответственно, различное динамиче-
ское воздействие мелющих тел на измельчаемый материал. Представлены теоретические исследова-
ния движения мелющих тел в камере центробежного помольного агрегата, установлены аналитиче-
ские зависимости изменения угловой скорости вращения эксцентрикового вала агрегата от угловой 
скорости обкатывания мелющего тела (шара) по внутренней цилиндрической поверхности помольной 
камеры. 

Рассмотрена схема сил, действующих на мелющее тело, в плоскости, перпендикулярной продоль-
ной оси камеры.  

Получены выражения, описывающие изменение величины угловой скорости кругового движения 
шара относительно подвижной системы координат, связанной с камерой, в зависимости от системы 
сил, действующих на мелющее тело и конструктивных параметров камеры. Определено минимальное 
значение угловой скорости движения мелющего тела, обеспечивающее его обкатывание по поверхно-
сти камеры для опытно-промышленного образца центробежного помольного агрегата. 

Получены дифференциальные уравнения движения мелющего тела относительно подвижных и 
неподвижных систем отсчета.  

Полученные аналитические зависимости позволяют установить рациональный режим работы 
агрегата в соответствии с конкретными условиями измельчения материала. 

С использованием полученных результатов определены значения параметров работы опытно-
промышленного образца центробежного помольного агрегата при сухом способе измельчения. Уста-
новлен коэффициент увеличения угловой скорости вращения эксцентрикового вала в сравнении с не-
обходимой угловой скоростью обкатывания шара по поверхности камеры. 

Ключевые слова: помольный агрегат, рычажный механизм, помольные камеры, мелющие тела, 
система координат, уравнение движения, угловая скорость. 

 
 

В настоящее время значительное внимание 
уделяется повышению эффективности помоль-
ного оборудования для производства высокодис-
персных порошков [1, 2].  Одним из перспектив-
ных направлений является создание энергосбере-
гающих центробежных измельчителей, обеспе-
чивающих селективное динамическое воздей-
ствие на материал в ходе всего технологического 
цикла измельчения в зависимости от конкретных 
требований к качеству готового продукта [3–7]. 

В Белгородском государственном техноло-
гическом университете им. В.Г. Шухова созданы 
центробежные помольные агрегаты (ЦПА) с раз-
личными конструктивно-технологическим пара-
метрами. Основой конструкции агрегатов явля-
ются кривошипно-ползунные механизмы, позво-
ляющие обеспечить необходимые траектории 
движения рабочих камер (рис. 1) [8–11]. 

Для установления режимов работы центро-
бежного помольного агрегата необходимо опре-
делить зависимость изменения угловой скорости 

вращения эксцентрикового вала агрегата (звена 
АВ) от угловой скорости обкатывания мелющего 
тела (шара) массой mпо стенке нижней помоль-
ной камеры относительно центра системы коор-
динат, связанной с камерой (рис. 2). 

 
Рис. 1. Центробежный помольный агрегат 
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Рис. 2. Схема рычажного механизма 

 
В первую очередь получим выражение для 

определения величины угловой скорости круго-
вого движения шара относительно подвижной 
системы координат BX1Y1, связанной с камерой. 
На рис. 3 представлена схема сил, действующих 

на мелющее тело, в плоскости, перпендикуляр-
ной продольной оси камеры. 

 

 
Рис. 3. Расчетная схема 

Для удержания шара от скатывания по внут-
ренней цилиндрической поверхности камеры 
необходимо выполнение условия 

трܨ >  (1)                             ,′′ܩ

где Fтр – сила трения, Н;G” – проекция силы тя-
жести шара G на направление движения шара, 
Н (ܩ ′′ = ܩ cos ߙ =  ;m – масса шара, кг ;(ߙݏ݋ܿ݃݉
g – ускорение свободного падения, g= 9,8 м/с2;   
α – угол, определяющий положение шара, град. 

Сила трения определяется выражением 

трܨ = ܰ ∙ ݂ = ൫ܨи௥ + ܩ ′൯ ∙ ݂ = ൫ܨи௥ + ܩ ∙ (−sinߙ)൯ ∙ ݂ = (݉߱ш
ଶܴ −݉݃ sinߙ) ∙ ݂,             (2) 

где N – сила реакции. Н;  f– коэффициент тре-
ния;Fиr– относительная сила инерции, Н;R– рас-
стояние отначала координат(точки В) до центра 
масс шара (точки К)(ܴ = ܴб − -ш), м;G’ – радиݎ
альная проекция силы тяжести шара, Н; ωш – уг-
ловая скорость шара относительно точки В при 
рассматриваемом движении, с-1. 

Подставляя выражение (2) в условие (1), по-
лучаем 

(݉߱ш
ଶܴ − ݉݃ sinߙ) ∙ ݂ > ݉݃ cos  ,ߙ

или 

݂(߱ш
ଶܴ − ݃ sinߙ) > ݃ cos  (3)              .ߙ

Экстремальное положение шара будет при 
ߙ = 90°. Тогда sin ߙ = 1, cos ߙ = 0.	При этих 
условиях получаем  

߱ш
ଶܴ > ݃. 

Отсюда  

߱ш > ට௚
ோ

.                             (4) 

Опытно-промышленный образец центро-
бежного помольного агрегата имеет цилиндриче-
ские помольные камеры с внутренним радиусом 
ܴб = 0,075 м. Рекомендуемый размер мелющих 

тел в нижней камере агрегата при измельчении 
хрупких материалов (например, кварцитопесча-
ника) составляет D = 0,01 м, т.е. ݎш = 0,005 м.  

Получаем ܴ = ܴб −  = ш= 0,075 – 0,005ݎ
= 0,07 м. 

Подставляя эту величину в (4) определим 
минимальное значение угловой скорости движе-
ния мелющего тела, обеспечивающее его обкаты-
вание по поверхности камеры. Получаем ωш= 
11,8 с-1. 

Дифференциальные уравнения движения 
материальной точки относительно подвижных, в 
общем случае неинерциальных, систем отсчета 
получают из уравнений движения точки относи-
тельно инерциальной (неподвижной) системы 
отсчета и кинематической теоремы Кориолиса о 
сложении ускорений [12]. 

Имеем инерциальную систему AX0Y0 и мате-
риальную точку (шар) массой m, на которую дей-
ствуют приложенные силы ܨത и ഥܰ.  

Уравнение движения 

݉തܽ = തܨ + ഥܰ,                        (5) 

где ܨത – равнодействующая заданных активных 
сил, Н; ഥܰ – равнодействующая сил реакций свя-
зей, Н; തܽ – абсолютное ускорение, м/с2. 
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തܽ = ܽеഥ + ܽ௥തതത + ܽкഥ ,                    (6) 

где ܽеഥ  – переносное ускорение;  ܽ௥തതത – относитель-
ное ускорение;   ܽкഥ  – кориолисово ускорение. 

Подставляя выражение (6) в (5), получим 

݉തܽ௥ = തܨ + ഥܰ +Феതതതത +Фкതതതത,             (7) 

где Феതതതത = −݉ܽеഥ  – переносная сила инерции; 
Фкതതതത = −݉ܽкഥ  – кориолисова сила инерции. 

Исходя из динамической теоремы Корио-
лиса, или уравнения относительного движения 
точки в векторной форме, материальная точка 
движется относительно неинерциальной си-
стемы отсчета так же, как и относительно инер-
циальной системы, только к приложенным актив-
ным силам и реакциям связей следует добавить 
переносную и кориолисову силы инерции [12]. 

Нижняя камера помольного агрегата, за-
крепленная на шатуне (звене ВС) рычажного ме-
ханизма (рис. 2) при вращении эксцентрикового 
вала поворачивается на угол β. Максимальная ве-
личина этого угла будет при положении эксцен-
трикового вала, когда угол АВС равен 90о. При 
этом, с учетом конструктивных параметров 
опытно- промышленного образца помольного аг-
регата lAB= 0,02 м,  lBС= 0,66 м, получаем 

tanߚ௠௔௫ =
௟ಲಳ
௟ಳ಴

= ଴,଴ଶ
଴,଺଺

= 0,03. 

Величина угла ߚ௠௔௫ ≈ 1,7°. Исходя из малой 
величины угла, поворотом звена ВС можно пре-
небречь. 

В связи с этим считаем, что система BX1Y1 
относительно системы AX0Y0 не вращается, дви-
жется поступательно, оси параллельны. Следова-
тельно, ускорение Кориолиса ܽкഥ = 0. 

Составляем дифференциальные уравнения 
движения шара относительно подвижной си-
стемы координат в проекциях на подвижные оси 
координат: 

൝
ଵ̈ݔ݉ = ие௫ܨ + ௫′ܩ − ௫′′ܩ + и௥௫ܨ + тр௫ܨ

− ௫ܰ

ଵ̈ݕ݉ = ие௬ܨ − ܩ ′
௬ − ܩ ′′

௬ − и௥௬ܨ + тр௬ܨ
+ ௬ܰ

, (8) 

где                                        

ие௫ܨ = ݉߱଴
ଶ݁ cos ߮ ие௬ܨ		; = ݉߱଴

ଶ݁ sin߮ ; 

ܩ ′ = ܩ sinߙ = ݉݃ sinߙ ܩ	; ′′ = ܩ cosߙ = ݉݃ cosߙ ; 

ܩ ′
௫ = ݉݃ sinߙ cos ߙ ܩ; ′

௬ = ݉݃ sinߙ sinߙ ; 

ܩ ′′
௫ = ݉݃ cos ߙ sin ߙ ; ܩ ′′

௬ = ݉݃ cos ߙ cos ߙ ; 

и௥௫ܨ = ݉߱ш
ଶܴ cos ߙ и௥௬ܨ; = ݉߱ш

ଶܴ sinߙ ; 

௫ܰ = (݉߱ш
ଶܴ + ݉݃ sinߙ) cos  ;ߙ

௬ܰ = (݉߱ш
ଶܴ + ݉݃sinߙ) sinߙ ; 

тр௫ܨ
= (݉߱ш

ଶܴ + ݉݃sinߙ)݂ sin ߙ ; 

тр௬ܨ
= (݉߱ш

ଶܴ +݉݃ sinߙ)݂ cos  .ߙ

Подставляя выражения, определяющие си-
ловые факторы, в (8) и сделав ряд преобразова-
ний, получим 

ቊ ଵ̈ݔ݉ = ݉߱଴
ଶ݁ cos ߮ +݉߱ш

ଶܴ݂ sinߙ + ݂݉݃ sinଶ ߙ − ݉݃ sinߙ cos ߙ
ଵ̈ݕ݉ = ݉߱଴

ଶ݁ sin߮ −݉݃ +݉߱ш
ଶܴ݂ cos ߙ + ݂݉݃ sinߙ cosߙ +݉݃ sinଶ ߙ

, 

или 

ቊ ଵ̈ݔ = ߱଴
ଶ݁ cos ߮ + ߱ш

ଶܴ݂ sinߙ + ݂݃ sinଶ ߙ − ݃ sinߙ cos ߙ
ଵ̈ݕ = ߱଴

ଶ݁ sin߮ − ݃ +߱ш
ଶܴ݂ cos ߙ + ݂݃ sinߙ cos ߙ + ݃ sinଶ ߙ

.                                (9) 

 
Проекции ускорения точки К при установив-

шемся обкатывании шара по поверхности по-
мольной камеры определяются выражениями: 

ଵ̈ݔ = к̈ݔ = −ܽк cos ߙ = −߱ш
ଶܴ cosߙ 

ଵ̈ݕ = к̈ݕ = ܽк sinߙ = ߱ш
ଶܴ sin(10)        .ߙ 

Подставляя (10) в (9), получаем систему урав-
нений 

ቊ −߱ш
ଶܴ cos ߙ = ߱଴

ଶ݁ cos߮ + ߱ш
ଶܴ݂ sinߙ + ݂݃ sinଶ ߙ − ݃ sinߙ cos ߙ

߱ш
ଶܴ sinߙ = ߱଴

ଶ݁ sin߮ − ݃ +߱ш
ଶܴ݂ cos ߙ + ݂݃ sinߙ cos ߙ + ݃ sinଶ ߙ

, 

или 

ቊ −߱଴
ଶ݁ cos߮ = ߱ш

ଶܴ cos ߙ + ߱ш
ଶܴ݂ sinߙ + ݂݃ sinଶߙ − ݃ sinߙ cos ߙ

−߱଴
ଶ݁ sin߮ = −߱ш

ଶܴ sinߙ − ݃ + ߱ш
ଶܴ݂ cos ߙ + ݂݃ sinߙ cos ߙ + ݃ sinଶ ߙ

.                 (11) 
 

Обозначив в этих уравнениях 

݂݃ sinଶ ߙ − ݃ sinߙ cos ߙ =  ,ܣ

݂݃ sinߙ cos ߙ + ݃ sinଶ ߙ − ݃ =  ,ܤ

получим следующую систему уравнений, из ко-
торой определится зависимость изменения угло-
вой скорости вращения эксцентрикового вала аг-
регатаω0 от угловой скорости ωш обкатывания ме-
лющего тела (шара) по стенке нижней помольной 
камеры и конструктивных параметров камеры 
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ቊ߱଴
ଶ݁ cos ߮ = ߱ш

ଶܴ(cos ߙ + ݂ sinߙ) + А
߱଴
ଶ݁ sin߮ = ߱ш

ଶܴ(݂ cos ߙ − sinߙ) + В
.   (12) 

В результате решения системы уравнений (12) 
получим следующее выражение 

߱଴ =
ඩ

߱ш
ସܴଶ[(cos ߙ + ݂ sinߙ)ଶ + (݂ cos ߙ − sinߙ)ଶ] +

+2߱ш
ଶܴ[(cos ߙ + ݂ sinߙ) ∙ ܣ + (݂ cos ߙ − sinߙ) ∙ [ܤ + ଶܣ ଶܤ+

݁ଶ

ర

 
(13) 

Определим величину ω0, обеспечивающую 
положение мелющего тела в положении при ߙ =
90°, 

߱଴ = ඨ߱ш
ସܴଶ(1+ ݂ଶ) + 2߱ш

ଶܴ݂ଶ݃ + ݃ଶ݂ଶ

݁ଶ
ర

. (14) 

Подставив в выражение (14) значения пара-
метров опытно-промышленного образца центро-
бежного помольного агрегата и учитывая нали-
чие вязкого трения при сухом способе измельче-
ния, при котором принимаем f = 0,5, находим 
 ω0 = 29,1 с-1. Таким образом, угловая скорость 
вращения эксцентрикового вала должна быть по-
чти в 2,5 раза больше необходимой угловой ско-
рости обкатывания шара по поверхности камеры. 

Полученные аналитические зависимости 
позволяют установить рациональный режим ра-
боты агрегата в соответствии с конкретными 
условиями измельчения материала. 
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FEATURES OF GRINDING BODIES MOVEMENT IN THE CENTRIFUGAL GRINDING 
UNIT CHAMBERS 

Abstract. Nowadays improving an efficiency of grinding equipment for the production of highly disperse 
powders is important. The perspective area is a creation of energy-saving centrifugal grinders. The article 
deals with the grinding machine. The grinder is based on a lever mechanism that provides different trajectories 
of chambers and various dynamic effects of grinding bodies on the ground material. Theoretical studies of 
grinding bodies movement in a chamber of centrifugal grinding unit are presented. Analytical dependences of 
change in an angular velocity of the eccentric shaft rotation on an angular velocity of rolling the grinding 
body (ball) along the inner cylindrical surface of the grinding chamber are established. The scheme of forces 
acting on the grinding body in a plane perpendicular to longitudinal axis of the chamber is considered. The 
change in an angular velocity of the ball circulation relative to the moving coordinate system associated with 
the chamber, depending on the system of forces affecting the grinding body and design parameters of the 
chamber are defined. The minimum value of an angular velocity of the grinding body movement, which ensures 
its rolling along the chamber surface for an experimental and industrial sample of a centrifugal grinding unit, 
is obtained. Differential equations of grinding body movement relative to moving and fixed frames of report 
are achieved. Obtained analytical dependencies allow establishing a rational operating mode of the unit in 
accordance with the specific conditions for the grinding material. Parameters value of experimental and in-
dustrial model of a centrifugal grinding unit with a dry grinding method are designated. The coefficient of 
increase in an angular velocity of the eccentric shaft rotation in comparison with the required angular velocity 
of ball rolling over the chamber surface is established. 

Keywords: grinding unit, linkage, grinding chamber, grinding bodies, coordinate system, equation of 
movement, angular velocity. 
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