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При обработке крупногабаритных тел возникает задача управления резанием, которая требует 

для своей реализации интегрирование уравнения динамики кольца в реальном масштабе времени. 
Сложность решения этой системы уравнений обусловлена необходимостью учета неопределенных 
множителей Лагранжа, обусловленных условием нерастяжимости средней линии и наличием опор. 
Актуальной проблемой является квадратичный рост времени расчета при увеличении числа 
гармоник. Данная статья посвящена анализу возможности использования параллельной обработки 
данных в исследованиях по динамике вращающегося на опорах кольца с нерастяжимой средней 
линией на этапе исключения множителей Лагранжа. В ходе анализа были проведены тестирование и 
замеры для разного количества гармоник. Выявлено значительное уменьшение времени работы 
программы на измеряемом участке непосредственного преобразования системы. 

Ключевые слова: параллельные вычисления, динамика вращающегося на опорах кольца, 
матричные преобразования. 

В настоящее время большое 
распространение получили многоядерные 
компьютеры. Основными их преимуществами 
перед одноядерными является возможность 
осуществлять распараллеливание процессов при 
проведении большого объема вычислений. Это 
позволяет использовать более сложные, а, 
следовательно, более точные алгоритмы для 
управления различными техническими 
системами в реальном масштабе времени. 

Рассмотрим возможность 
распараллеливания в исследованиях по 
динамике вращающегося кольца [1–5]. 
Получение решения системы уравнений 
динамики вращающегося на опорах кольца с 
нерастяжимой средней линией связано с 
большим количеством вычислений системы 
уравнений, вследствие необходимости учета 
нерастяжимой средней линии и нулевых 
перемещений в точках опор [6]. 

При обработке крупногабаритных тел 
возникает задача управления резанием, которая 
требует для своей реализации интегрирование 
уравнения динамики кольца в реальном 
масштабе времени. 

Сложность решения этой системы 
уравнений обусловлена необходимостью учета 
неопределенных множителей Лагранжа, 
обусловленных условием нерастяжимости 
средней линии и наличием опор. 

Систему уравнений динамики кольца в 
общем виде можно записать так: 

ଶܹ̈ܣ + ଵܹ̇ܣ + ଴ܹܣ ுߣுܯ	= ଴ߣ଴ܯ+ +ܳ  (1) 

Здесь W – вектор неизвестных функций 

времени, которые надо определить, размером 
4N, где N – количество гармоник; 

А2, А1, А0 – матрицы коэффициентов, 
размером 4N×4N; 

MH  – матрица частных производных 
условий связи вследствие нерастяжимости 
средней линии по вектору W, размером 4N×2N; 

M0 – матрица частных производных условий 
связи, обусловленных наличием опор по вектору 
W, размером 4N×2; 

λH. λ0 – векторы неопределенных 
множителей Лагранжа, размерами 2N и 2, 
соответственно: 

Q – вектор внешних сил, размером 4N. 
Для преобразования системы (1) к виду, 

пригодному для численного интегрирования, 
необходимо исключить неопределенные 
множители Лагранжа и учесть условия связей на 
переменные. Осуществляется это путем 
использования матричных преобразований 
системы (1). 

Для дальнейших вычислений будем 
использовать преобразованную систему с общим 
вектором: 

்ߣ =  (2)         [଴ଶߣ଴ଵߣுଶேߣ…ுଶߣுଵߣ]
Тогда система (1) примет вид: 

ଶܹ̈ܣ + ଵܹ̇ܣ + ଴ܹܣ ߣఒܯ	= + ܳ        (3) 

Получить окончательные формулы для 
элементов системы уравнений (3) с 
исключенными множителями Лагранжа 
проблематично, поэтому используются 
матричные преобразования. Необходимо 
исключить из системы (3) вектор λ. Для этого 
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представим каждую матрицу системы (3) в виде двух матриц: 

ଶܣ = ൤ܣଶଵܣଶଶ
൨ , ଵܣ = ൤ܣଵଵܣଵଶ

൨ , ଴ܣ = ൤ܣ଴ଵܣ଴ଶ
൨ ఒܯ, = ൤ܯఒଵ

ఒଶܯ
൨ , ܳ = ൤ܳଵܳଶ

൨                               (4) 

Размеры матриц: A21, A11, A01 (2N+2)×4N; 
A22, A12, A02 (2N-2)×4N;  Mλ1 (2N+2)×(2N+2); Mλ2 
(2N-2)×(2N+2); векторов: Q1 (2N+2); Q2 (2N-2). 

Вычисления по формуле (4) можно 
распараллелить. Стоит отметить, что на 
тестовом компьютере четыре ядра и вычисления 

будут распараллеливаться не более чем на 
четыре потока. 

Так же стоит заметить, что вычисления 
матриц из формулы (4) можно распараллелить и 
на 10 потоков, но стоит соблюдать баланс между 
временем выполнения и количеством потоков. 

 
Рис. 1. Параллельные вычисления по формуле (3) 

На рис. 1 числами обозначены 
параллельные области выполнения, разделенные 
на четыре потока. В четвертом обрабатываются 
вместе Mλ1, Mλ2 и Q1, Q2, так как количество 
операций обращения к Mλ и Q суммарно 

меньше, чем к любой из Ai (i = 0, 2).  
Таким образом можно распараллелить 

механизм получения матриц B2, B1, B0 и BQ из [6] 
(стр. 44), рис. 2. 

 
Рис. 2. Участок блок-схемы параллельных вычислений 

Для упрощения понимания и не 
загромождения статьи изобразим схематично в 
виде упрощенной блок-схемы участки кода, 
которые можно распараллелить на рис. 3. 

Таким образом в итоге получаем систему: 

ଶܲ̈ܧ + ଵܲ̇ܧ + ଴ܲܧ =  (5)                 ܨ	

В системе (5) неизвестные функции P 
получены вследствие преобразования 

неизвестных функций W, после получения 
решения системы уравнения (3) относительно 
неизвестных avi и bvi после получения условий 
связи, обусловленных нерастяжимостью средней 
линии, в которой фигурируют только 
обобщенные координаты, исключения 
неопределенных множителей Лагранжа и учета 
условий связи в точках опор, получим:  

ܲ = [ܽ௨	ଵ…ܽ௨	ேିଵܾ௨	ଵ…ܾ௨	ேିଵ]          (6) 

Заполнение A2, A1, A0, Mλ, Q. 

A21=( A2 0,0 ... A2 0,4N
� � �

A2 2N+ 2, 0 ... A2 2N+ 2, 4N
)

A22=(A2 2N+ 3, 0 ... A2 2N + 3,4N
� � �

A2 4N , 0 ... A2 4N ,4N
)

A11=( A10, 0 ... A10,4N
� � �

A12N+ 2, 0 ... A12N+ 2, 4N
)

A12=(A12N+ 3, 0 ... A12N+ 3, 4N
� � �

A14N ,0 ... A14N , 4N
)

A01=( A00, 0 ... A0 0, 4N
� � �

A0 2N+ 2, 0 ... A0 2N+ 2,4N
)

A02=(A0 2N+ 3,0 ... A02N+ 3, 4N
� � �

A0 4N ,0 ... A04N , 4N
)

M λ1=( M λ0,0 ... M λ 0,2N+ 2
� � �

M λ 2N+ 2, 0 ... M λ2N+ 2,2N+ 2
)

M M2=(M M 2N+ 3, 0 ... M M 2N+ 3, 2N+ 2
� � �

M M 4N ,0 ... M M 4N , 2N+ 2
)

Q1=( Q 0
�

Q 2N+ 2
)

Q2=(Q2N+ 3
�

Q4N
)

Параллельные вычисления: 

1 2 3 4 

Параллельные вычисления: 

1 2 3 4 

B2= M λ1
− 1 A21 B1= M λ1

− 1 A11 B0= M λ1
− 1 A01 BQ= M λ1

− 1Q 1
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Рис. 3. Упрощенная блок-схема с параллельными вычислениями 

Дальнейшее решение системы уравнений 
(5) является итеративным процессом и плохо 
поддаётся методам распараллеливания. 

Эксперимент проводился на компьютере с 
процессором AMD A10-5745M 2.10 Гц, ОЗУ 
6 Гб, среда разработки Visual Studio 2015, язык 

C#. Результаты экспериментов представлены в 
таблице 1. Замеры времени проводились 
непосредственно в области распараллеливания – 
приведение системы к виду, пригодному для 
численного интегрирования. 

Таблица 1  
Замеры времени проведения эксперимента 

Количество процессов, k 
Кол-во гармоник, N 

2 4 6 8 10 12 
1 0,00886 0,01418 0,02752 0,04095 0,07178 0,10577 
2 0,01781 0,01674 0,02018 0,02836 0,04746 0,06862 
3 0,03350 0,02316 0,02190 0,02828 0,03864 0,05862 

4 0,03583 0,02987 0,02660 0,02816 0,03795 0,05250 
При анализе данных из таблицы 1 видно, 

что при малом количестве гармоник применение 
распараллеливания нецелесообразно и ведет к 
увеличению работы программы. Это 
объясняется затратой ресурсов на 
инициализацию дополнительных процессов и 

передачу данных. В распараллеливании при N = 
6 наблюдается уменьшение времени на 
вычисления при k = 2. Время вычисления при k 
= 2 меньше, чем при k = 3 и k = 4, но время при 
k = 1 больше, чем при параллельном 
выполнении. При N ≥ 8 время при параллельном 

Вычисл. D22, D12 Вычисл. D21, D11 
Вычисл. D23, D13 Вычисл. D24, D14 

Вычисл. T2a, T2b Вычисл. T1a, T1b Вычисл. T0a, T0b Вычисл. R, M 

Вычисление D1  Вычисление D2   Вычисление D1  Вычисление F 

Выч. T2a1, T2a2, 
T2b1 

Выч. T2b2, T1b1, 
T1b2 

Выч. T1a1, T1a2, 
T0a1 

Выч. T0a2, T0b1, 
T0b2 

Вычисление E2  Вычисление E1  Вычисление E0  
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выполнении меньше, чем при последовательном 
и распараллеливание алгоритма можно считать 
эффективным. В таблице 2 представлены 

коэффициенты ускорения, рассчитанные по 
формуле K = t1 / tn. 

Таблица 2 
Коэффициенты ускорения 

Количество процессов, k 
Кол-во гармоник, N 

2 4 6 8 10 12 
1 1 1 1 1 1 1 
2 0,49766 0,84722 1,36376 1,44375 1,51256 1,54127 
3 0,26450 0,61233 1,25647 1,44830 1,85754 1,80438 
4 0,24730 0,47466 1,03456 1,45438 1,89146 2,01455 

 
Рис. 4. Графики коэффициентов ускорения 
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Devyatilova E.M. 
APPLICATION OF PARALLEL PROCESSING FOR THE ALGORITHM OF SOLUTION  
OF THE SYSTEM OF EQUATIONS OF THE DYNAMICS OF THE ROTATING RING WITH 
THE UNINTERRUPTED MEDIUM LINE 
When machining large-sized bodies, a cutting control problem arises that requires integration of the ring 
dynamics equation in real time for its implementation. The complexity of solving this system of equations is 
due to the need to take into account the uncertain Lagrange multipliers caused by the condition of 
inextensibility of the midline and the presence of supports. An actual problem is the quadratic growth of the 
calculation time with increasing number of harmonics. This article is devoted to the analysis of the 
possibility of using parallel data processing in studies on the dynamics of a rotating ring on supports with an 
inextensible middle line at the stage of elimination of Lagrange multipliers. During the analysis, testing and 
measurements for a different number of harmonics were carried out. A significant decrease in the operating 
time of the program on the measured part of the direct conversion of the system was revealed. 
Key words: parallel computing, dynamics of a rotating ring on supports, matrix transformations. 
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