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Предлагается алгоритм расчета железобетонных изгибаемых элементов с учетом физической 

нелинейности деформирования бетона и арматуры. Используются рекомендуемые российскими 
нормами трехлинейная диаграмма состояния бетона и двухлинейная – растянутой арматуры. Зада-
ча решается приближенным методом упругих решений. В каждом приближении используется ме-
тод конечных разностей, позволяющий определять жесткости балки индивидуально для каждой из 
точек j = 1,2,…n, нанесенных на балку с некоторым малым шагом. Предложен способ определения 
кривизны изогнутой оси балки, изгибающего момента, жесткости, а также напряжений в армату-
ре растянутой и сжатой зон, соответствующие любой деформации наиболее напряженного волок-
на бетона сжатой зоны от 0 до предельного значения ߝ௕ଶ. Приводится решение для неразрезной 
трехпролетной балки. 

Ключевые слова: нелинейность деформирования, деформации и перемещения, диаграммы со-
стояния бетона и арматуры; жесткость и кривизна изогнутой оси изгибаемого элемента; дефор-
мации наиболее напряженного волокна бетона сжатой зоны, высота упругой, упруго-пластической 
и пластической зон.  

 

Нелинейность деформирования составляю-
щих железобетона приводит к тому, что жест-
кость элементов конструкций оказывается пере-
менной и по длине и в зависимости от уровня 
напряженного состояния. Деформации и связан-
ные с ними перемещения возрастают прогресси-
рующе и не только при увеличении нагрузки, но 
и с течением времени. Связанные с этим затруд-
нения в исследовании деформирования застав-
ляют быстро развиваться строительную механи-
ку железобетонных конструкций. Проблеме по-
священы многие монографии, например [1–8], и 
научные статьи [9], [10]. 

Нормы [11] предписывают выполнять рас-
четы железобетонных конструкций по предель-
ным состояниям первой и второй групп по 
напряжениям, усилиям, деформациям и пере-
мещениям, определенным с учетом физической 
нелинейности (неупругих деформаций бетона и 
арматуры) и возможного образования трещин. 
Предлагается две диаграммы состояния сжатого 
бетона и две –растянутой арматуры. В работе 
[12] приводится сравнительный анализ резуль-
татов лабораторного исследования балок, рас-
считанных по этим диаграммам, а также по ев-
ропейскому [13] и международному [14] кодам. 
Для расчетов по предельным состояниям второй 
группы по российским нормам рекомендуется 
трехлинейная диаграмма состояния сжатого бе-
тона. 

В нашей работе предлагается алгоритм рас-
чета изгибаемых элементов в соответствии с 
предпосылками, принятыми в СП [11]: 

 гипотезой плоских сечений; 
 трехлинейной диаграммой состояния 

бетона сжатой зоны (рис. 1);  
 двухлинейной диаграммой состояния 

арматуры;  
 учетом работы бетона растянутой зоны с 

помощью коэффициента ߰௦ = 1 − 0,8ெ೎ೝ೎
ெ
, где 

௖௥௖ܯ  – момент образования трещин, ܯ – момент 
от внешней нагрузки.  

 
Рис. 1. Трехлинейная диаграмма состояния сжатого 

бетона 
 

Момент ܯ௖௥௖  определяется с учетом не-
упругих деформаций бетона растянутой зоны. 

Жесткость элемента определяется по де-
формации наиболее напряженного волокна бе-
тона сжатой зоны ߝ௕. Различаются два случая. 
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Случай 1:  ߝ௕ଵ ≤ ௕ߝ ≤  ,௕଴ߝ
௕ଵߝ =

0.6ܴ௕
௕ൗܧ , ௕଴ߝ = 0.002 – характерные 

параметры диаграммы состояния бетона; 
ܴ௕ , -௕ – расчетное сопротивление на сжаܧ

тие и модуль упругости бетона. 
На рисунке 2 показаны эпюры деформаций 

и напряжений в бетоне сжатой зоны высотой ݔ. 

-ᇱ – высота упругоݔ ;ଵ – высота упругой зоныݔ
пластической зоны. Вводятся соотношения: 

௕ଵߝ ௕ൗߝ = ௕ߝ)		;݌ − (௕ଵߝ
௕଴ߝ) − ௕ଵ)൘ߝ =  .(1)   ݍ

Тогда ݔଵ = ᇱݔ		;ݔ݌ = (1 − ௕ᇱߪ		;ݔ(݌ =
0.4ܴ௕ݍ. 

 
Рис. 2. Эпюры деформаций и напряжений в бетоне сжатой зоны при ߝ௕ଵ ≤ ௕ߝ ≤ ௕଴ߝ  

 
Для элемента прямоугольного поперечного 

сечения шириной ܾ равнодействующая напря-
жений в бетоне сжатой зоны определится фор-
мулой: 

௕ܰ = ܾܴ௕[0.3݌ + (1 − 0.6)(݌ +  .(2)  ݔ[(ݍ0.2
Усилия в арматуре сжатой и растянутой зон 

представятся в виде: 

௦ܰ
ᇱ = ௦ᇱܣ௦ܧ ௕ߝ

ݔ) − ܽᇱ)
ൗݔ ;	 

௦ܰ =
௦ܣ௦ܧ

߰௦ൗ ௕ߝ
(ℎ଴ − (ݔ

ൗݔ          (3). 

௦ᇱܣ ,  ௦ – сечение арматуры сжатой и растянутойܣ
зон соответственно;  ܧ௦ܣ௦ᇱ ,

௦ܣ௦ܧ
߰௦ൗ  – жесткость 

арматуры сжатой и растянутой зон; ܽᇱ, ℎ଴ – рас-
стояние от центра арматуры сжатой зоны до 
кромки бетона и рабочая высота поперечного 
сечения элемента. 

Из уравнения равновесия  

௕ܰ + ௦ܰ
ᇱ − ௦ܰ = 0                   (4) 

определяется высота сжатой зоны ݔ, а затем 
кривизна изогнутой оси ܭ = ௕ߝ ൗݔ , напряжения в 
сжатой и растянутой арматуре, изгибающий мо-
мент ܯ и жесткость элемента ݃ = ܯ

ൗ.ܭ  
При этом контролируется выполнение не-

равенств  ߪ௦ ≤ ܴ௦иߪ௦ᇱ ≤ ܴ௦௖ . 
௦ߪ , 	ܴ௦иߪ௦ᇱ, ܴ௦௖  – напряжения и расчетные 

сопротивления растянутой и сжатой арматуры. 
При нарушении первого или второго нера-

венства принимается соответственно  ௦ܰ =
ܴ௦ܣ௦

߰௦ൗ  или  ௦ܰ
ᇱ = ܴ௦௖ܣ௦ᇱ 	, и уравнение (4) реша-

ется заново.  

Случай 2: ߝ௕଴ ≤ ௕ߝ ≤  ,௕ଶߝ
௕ଶߝ = 0.0035 – предельная деформация 

сжатого бетона. 
На рисунке 3 показаны эпюры деформаций 

и напряжений для бетона сжатой зоны. 
,ଵݔ ;высота сжатой зоны – ݔ ᇱݔ , -ᇱᇱ – высоݔ	

ты упругой, упруго-пластической и пластиче-
ской зон соответственно. Вводятся соотноше-
ния: 

௕ଵߝ ௕ൗߝ = ௕଴ߝ)		;݌ − (௕ଵߝ ௕ൗߝ = 

= ௕ߝ)		;ݍ − (௕଴ߝ ௕ൗߝ =  .(5)              ݎ

Тогда: ݔଵ = ᇱݔ	;ݔ݌ = ᇱᇱݔ	;ݔݍ =  .ݔݎ
Для элемента прямоугольного поперечного 

сечения шириной ܾ равнодействующая напря-
жений в бетоне сжатой зоны определится фор-
мулой: 

௕ܰ = ܾܴ௕(0.3݌ + ݍ0.8 +  .(6)          ݔ(ݎ

Усилия в арматуре сжатой и растянутой зон 
определяются как в случае 1. Из уравнения (4) 
определяется высота сжатой зоны ݔ, а затем, как 
и в случае 1, – кривизна изогнутой оси, напря-
жения в арматуре, изгибающий момент ܯ и 
жесткость элемента ݃. 

Задача решается методом конечных разно-
стей [15]. В качестве основных неизвестных 
принимаются прогибы элемента в точках j = 
1,2,3,…n, намеченных на элементе с малым ша-
гом ℎ. Для каждой точки ݆ составляется уравне-
ние равновесия участка стержня длиной ℎ. Вхо-
дящие в уравнение поперечные силы выражают-
ся через изгибающие моменты, а моменты – че-
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рез прогибы из основного дифференциального 
уравнения изогнутой оси стержня  ݀

ଶݒ
ଶൗݔ݀ =

ൗ݃ܯ− . Представляя производную в конечно-
разностной форме, для точки ݆ получаем:   

௝ܯ =
௚ೕ൫ଶ௩ೕି௩ೕషభି௩ೕశభ൯

௛మ
                  (7), 

где ݃௝  – жесткость стержня в точке ݆; ݒ௝, ,௝ିଵݒ
 .௝ାଵ – прогибы в соответствующих точкахݒ

 
Рис. 3. Эпюры деформаций и напряжений в бетоне сжатой зоны при ߝ௕଴ ≤ ௕ߝ ≤ ௕ଶߝ  

 
При составлении уравнений для точек, 

примыкающих к концам стержня, используются 
статические или кинематические граничные 
условия, позволяющие выразить перемещения в 
законтурных точках (за пределами ряда ݆ =
1,2, …݊) через перемещения в точках ряда. Из 
решения полученной системы определяются 
прогибы стержня в намеченных точках.  

Железобетонный элемент деформируется 
физически нелинейно. Изгибная жесткость его с 
ростом уровня напряжений уменьшается, и в 
разных точках ݆, намеченных на его длине, ока-
зывается разной. Задача решается методом 
упругих решений: выполняется ряд решений для 
упругого линейно деформируемого стержня, 
жесткости которого для каждого следующего 
решения вычисляются по результатам преды-
дущего на основе принятых предпосылок как 
это показано выше.  

Для решения задачи в целом избран следу-
ющий алгоритм. Для стержня определяется мо-
мент образования трещин ܯ௖௥௖  и соответствую-
щие ему величины: деформация крайнего во-
локна бетона сжатой зоны ߝ௕, кривизна изогну-
той оси ܭ, изгибная жесткость ݃. Принимается, 
что начальные жесткости стержня сохраняются 
неизменными до момента 0.5ܯ௖௥௖ , а в интервале 
௖௥௖ܯ0.5 ௖௥௖ܯ−   жесткости, моменты, деформа-
ции ߝ௕ и кривизны ܭ изменяются по линейному 
закону.  

Вычисляются моменты, кривизны и жест-
кости для деформации крайнего волокна бетона 
сжатой зоны  ߝ௕ = -௕ଵ и принимается, что жестߝ
кости (а также моменты, деформации и кривиз-
ны) в интервале ܯ௖௥௖ − -௕ଵ изменяются по лиߝ
нейному закону.  

Интервал ߝ௕ଵ − ௕଴ߝ −  ௕ଶ делится на малыеߝ
отрезки по ߝ௕ = 0.00001, и создается таблица 
значений моментов, деформаций, кривизн, 
жесткостей и напряжений в арматуре растяну-
той и сжатой зон. Получив в очередном реше-
нии кривизну в точке ݆, мы находим в таблице 
строчку и готовую жесткость для следующего 
решения. Это упрощает программирование и 
ускоряет решение задачи. 

На рисунке 4 приводится поперечное сече-
ние балки и графики изменения изгибающего 
момента, кривизны изогнутой оси и жесткости 
балки при изгибе ее в диапазоне деформации 
наиболее напряженного волокна бетона сжатой 
зоны от 0 до предельного значения ߝ௕ଶ =
0.0035. При ߝ௕ = 0.0018 все линии имеют из-
лом. Объясняется это тем, что напряжения в ар-
матуре растянутой зоны достигают расчетного 
сопротивления ܴ௦ и перестают увеличиваться. 

На рисунке 5 приводятся эпюры прогибов, 
изгибающих моментов и жесткостей неразрез-
ной трехпролетной балки, сечение которой по-
казано на рис. 4. Показанная внешняя нагрузка 
подобрана из расчета по предельному состоя-
нию второй группы, как предельная по условию 
жесткости балки: максимальный прогиб 29.38 
мм при предельно допустимом значении 30 мм.  

Предельным по прочности принимается со-
стояние, при котором или деформация наиболее 
напряженного волокна бетона сжатой зоны до-
стигает предельной величины ߝ௕ଶ = 0.0035, или 
деформация растянутой арматуры – предельного 
значения ߝ௦ଶ = 0.025. 

При этом принимаются расчетные характе-
ристики материалов для предельных состояний 
первой группы. В нашем примере предельная 
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нагрузка определилась деформациями бетона и 
составила 0.88 от предельной по жесткости. 

Увеличение сечения арматуры сжатой зоны 
на 25 % повысило предельную по жесткости 
нагрузку на 18 %, причем критерием ее наступ-
ления стали предельные деформации бетона 
сжатой зоны (при максимальном прогибе 23.98 
мм). Нагрузка, предельная по прочности, соста-
вила 0.9 от предельной по жесткости.  

Уменьшение вдвое армирования растянутой 
и сжатой зон, показанного на рис. 4, уменьшает 
нагрузку, предельную по жесткости, на 45 %. 
(Критерием служит деформация бетона сжатой 
зоны; максимальный прогиб – 28.42 мм). Пре-
дельная по прочности нагрузка составила 0.89 от 
предельной по жесткости.  

 
 
 
 

 
 

Рис. 4. Поперечное сечение балки (а) и зависимость изгибающего момента, 
кривизны изогнутой оси и жесткости от деформации наиболее напряженного 

волокна бетона сжатой зоны (б) 
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Рис. 5. Расчетная схема (а), эпюры прогибов, изгибающих моментов и жесткостей  
(б) неразрезной трехпролетной балки: 1 – по упругому расчету; 2 – с учетом нелинейности 
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Интересно отметить, что при существенно 
различном армировании соотношение между 
нагрузками, предельными по прочности и жест-
кости, остается почти одинаковым. Оно сохра-
няется также при изменении длины пролета: 
0.88 при пролетах 4.0 м и 0.91 при пролетах 8.0 
м.  
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Rjazanov M.A., Shishov I.I., Roshhina S.I., Lukin M.V. 
CALCULATION OF THE BENDING ELEMENTS WITH ALLOWANCE FOR THE PHYSICAL 
NONLINEARITY OF THE STRAIN 
An algorithm of the reinforced binding elements calculation with allowance for the physical strain of con-
crete and reinforcement has been suggested. The three linear diagram of the concrete condition and the two 
linear of the tensile reinforcement that correspond to the recommended norms in Russia have been used. The 
task has been solved by the method of linear approximation. The finite difference method has been used at 
each approximation that allows to define the beam rigidity individually for each dot j =1,2 , dotted on the 
beam with some small spacing. A method of determining the deflection curve bending, the bending moment, 
the rigidity as well as the compression areas of the reinforcement suitable for any deformation of the con-
crete most tensile fabric from 0 to limiting value ߝ௕ଶ	has been suggested. A solution for the continuous three-
span beam has also been introduced. 
Key words: strain nonlinearity, strain and displacement, diagram of concrete and reinforcement condition, 
rigidity and bending of the deflection axis flexible member, deformation of the most tensile concrete fabric of 
the compression area, the height of the elastic, elastic-plastic and plastic areas.  
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