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В статье предложена модель задачи о назначениях с запретами на одновременный выбор из 

каждой группы более одного элемента, отличительной особенностью которой является наличие 

дополнительных линейных ограничений специального вида. Кроме того, предложен учитывающий 

специфику запретов приближѐнный метод решения, в основе которого лежит переход к двойствен-

ной задаче с последующим использованием метода Удзавы. Для решения поставленной задачи разра-

ботан программный комплекс, реализующий предложенные в статье алгоритмы. На его основе про-

ведѐн вычислительный эксперимент, результаты которого также отражены в данной работе. 
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Введение. Задачей о назначениях является 

хорошо изученной и для неѐ разработаны мно-

гочисленные алгоритмы решения, самый из-

вестный из которых – венгерский метод [1]. Од-

нако дополнительные требования, обусловлен-

ные практическими задачами, приводят к раз-

личным модификациям математической модели, 

связанным в частности с изменением стандарт-

ных или добавлением новых ограничений [2]. 

Для модифицированных моделей известные ме-

тоды зачастую оказываются не применимы, что 

требует разработки специальных подходов к 

нахождению точного или приближѐнного реше-

ния, чему и посвящена данная работа. Основные 

исследования задачи о назначениях связаны с 

изучением различных целевых функций при 

стандартных ограничениях [1, 2, 3] или с приме-

нением линейной свѐртки критериев [4, 5]. 

Постановка задачи. Рассматривается зада-

ча распределения работ между претендентами, в 

которой присутствует дополнительное требова-

ние: предусмотрен запрет на одновременное вы-

полнение определѐнных видов работ претенден-

тами, конфликтующими друг с другом. 

Пусть имеются m претендентов на n рабо-

чих мест, причѐм m > n (что соответствует 

наличию конкуренции). Известна стоимость сij 

затрат, связанных с назначением i-го претенден-

та на j-е место. Кроме того, известны группы P1, 

P2,…,PK пар индексов (i, j), где индекс i соответ-

ствует претендентам, конфликтующим друг с 

другом, а индекс  j – работам, на которые соот-

ветствующих претендентов нельзя брать одно-

временно. Требуется распределить претендентов 

по рабочим местам так, чтобы каждый принятый 

претендент занял одно место, каждое место бы-

ло занято одним претендентом и, кроме того, 

назначенные претенденты не конфликтовали 

друг с другом. Связанные с этим распределени-

ем затраты должны быть минимальными. 

1,   если  -й  претендент  назначен  на -е  место,

0,   в  противном  случае,
ij

i j
x


 


Для формализации математической модели вво-

дятся переменные 
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 0,1  ,   1, ,   1, .ijx i m j n  
 
 (5) 

Рассмотрим структуру данной задачи. Она 

содержит блок ограничений открытой задачи о 

назначениях и стандартную суммарную целевую 

функцию [2]. Однако, кроме этого, в задаче со-

держится блок ограничений вида (4). Данные 

ограничения отвечают за отсутствие конфликтов 

между претендентами и означают, что в искомое 

назначение требуется взять не более одного пре-

тендента из каждой конфликтной группы.  

Построение алгоритмов решения. Пред-

ложим два варианта решения данной задачи, 

применение которых зависит от количества 

конфликтных множеств ,   1, .kP k K  

Алгоритм, основанный на использовании 

венгерского метода 

Данный алгоритм целесообразно приме-

нять, когда конфликтных групп мало (в общем 

случае не более 3).  

Суть алгоритма состоит в следующем. Ис-

ходная задача разбивается не несколько задач о 

назначениях с запретами [1]. Количество полу-

ченных задач соответствует числу всевозмож-

ных сочетаний элементов, взятых по одному из 

каждой конфликтной группы. Каждая конкрет-

ная задача о назначениях имеет вид 

1 1

( ) min
m n

ij ij

i j

L X c x
 

              (6) 

1
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1,   1, ,
n

ij

j
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 0,1 ,   1, ,  1, .ijx i m j n              (9) 

Матрица затрат 
  {  }ij m nc 

 получается из 

исходной матрицы 
  {  }ij m nc 

 следующим обра-

зом: в каждой конфликтной группе ,  1, ,kP k K  

выбирается один элемент ( , ).k ki j 
 Элементы 

ijc  

матрицы затрат заменяются штрафами M для 

всех ( , ) ,   ( , ) ( , ),  1, .k k ki j P i j i j k K     В дан-

ной задаче в качестве штрафа можно взять чис-

ло max ijM n c  [6], т.е. 

,   ( , ) ,   ( , ) ( , ),  1, ,

,   иначе.

k k k

ij

ij

M i j P i j i j k K
c

c

    
 
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(10) 

Каждая из полученных задач решается 

стандартным венгерским методом. В качестве 

ответа берѐтся та матрица назначений, которой 

соответствует минимальное значение целевой 

функции. 

Алгоритм,  основанный на применении 

двойственного метода Удзавы 

Данный способ решения целесообразно 

применять при большом количестве (более трех) 

конфликтных множеств ,  1, .kP k K   

Через S обозначим множество переменных 

{ }ijx , удовлетворяющих следующим условиям 

задачи о назначениях:  
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 0,1 ,   1, ,  1, .ijx i m j n             (13)  

Задача при этом примет вид 

1 1

min
m n

ij ij

i j

c x
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x  k K
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,   1, ,  1, .ijx S i m j n                (16) 

Функция Лагранжа для данной задачи запи-

сывается в виде 

1 1 1 ( , )

( , ) 1 ,   0,   .
k

m n K

ij ij k ij

i j k i j P

Φ x y c x y x y x S
   

 
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 
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(17) 

В результате исходная задача переписыва-

ется следующим образом: 

0
min max ( , ),

x S y
x y

 
                       (18) 

а двойственная к ней имеет вид 

0 0
max min ( , ) max ( ).

x Sy y
x y ω y

 
 

          
(19) 

Преобразуем функцию Лагранжа следую-

щим образом 

1 1 1 ( , ) 1 1 1 :( , ) 1

( , ) ,

0,   .

k k

m n K K m n K

ij ij k ij k ij ij k k

i j k i j P k i j k i j P k

Φ x y c x y x y x c y y

y x S

        

 
      

 
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      

         

(20) 

В результате на первом шаге алгоритма Уд-

завы, общая схема которого представлена в [7, 

8], решается задача о назначениях с меняющей-

ся в процессе работы алгоритма матрицей затрат 
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1 1 :( , )
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k
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(21) 

Окончательно алгоритм решения исходной 

задачи принимает следующий вид. 

Алгоритм решения задачи о назначениях 

с конфликтами 

1. Ввести начальные данные 

,0

max

max
0,   0,   ,   1, ,   .

1

ij
i jN

k

c
y N α k K N

N
   


 

2. Решить задачу о назначениях (21). 

3. Проверить выполнение неравенств  

( , )

1,  1, .    
k

ij

i j P

x  k K


   (22) 

Если неравенства выполняются, то X
N
  яв-

ляется оптимальным решением задачи, в про-

тивном случае переход к пункту 4. 

4. Проверить останов по числу операций 

max .N N
 
Если неравенство выполнено, то пе-

рейти к пункту 5, иначе перейти к пункту 6. 

5. Пересчитать значения двойственных пе-

ременных по формулам  

1

( , )

( 1) ,   1, .
k

N N N N

k k k ij

i j P

y y α x k K







 
    
 

 (23) 

1.N N   Перейти к пункту 2. 

6. Проанализировать полученный резуль-

тат, откорректировать при необходимости мат-

рицу X
N
. Выписать приближѐнное решение. 

Вычислительный эксперимент. Для про-

ведения вычислительного эксперимента разра-

ботан программный комплекс, реализующий 

предложенные в статье алгоритмы, основной 

упор в котором сделан на реализацию метода 

Удзавы. Комплекс реализован в среде програм-

мирования Delphi 7.0.  

Протестируем алгоритм, основанный на 

применении двойственного метода Удзавы, на 

входных матрицах разной размерности и оценим 

количества итераций, необходимых для выпол-

нения всех ограничений-остановов. 

В таблице 1 для заданной размерности ука-

зано количество задач, на решение которых по-

требовалось число итераций из соответствую-

щего интервала. Для каждой размерности реша-

лось по 100 задач. 

Таблица 1.  

Алгоритм, основанный на применении двойственного метода Удзавы  

Размерность задачи Количество задач (из 100), на решение которых потре-

бовалось число итераций из заданного интервала 
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о
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Б
о

л
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0
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10 10 5 95 4 1 0 0 0 0,01 

20 20 5 82 6 3 2 3 4 0,05 

30 30 5 25 29 9 15 7 5 0,11 

40 40 5 10 48 13 9 12 8 0,24 

50 50 5 6 35 21 16 12 10 0,4 

60 60 5 0 16 10 41 15 18 0,78 

70 70 5 0 8 6 29 35 32 1,1 

10 10 8 68 23 7 1 0 0 0,06 

20 20 8 35 41 5 2 8 9 0,1 

30 30 8 14 27 6 5 28 20 0,21 

40 40 8 8 16 9 18 20 29 0,63 

20 20 12 46 40 9 2 0 2 0,15 

30 30 12 6 36 33 8 3 14 0,35 

40 40 12 3 11 10 18 32 26 0,58 

 

Выводы. Для задачи с малым количеством 

конфликтных групп оказалось возможным ис-

пользовать стандартный точный метод решения 

(а именно венгерский алгоритм), предваритель-

но внеся в исходную информацию соответству-

ющие изменения. Однако в общем случае дан-

ный подход оказался неприменим в частности 

из-за необходимости полного перебора всех 

возможных комбинаций наложенных запретов. 

В связи с этим на основе свойств, связывающих 
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решения исходной и двойственной задач, пред-

ложен способ получения приближѐнного реше-

ния. С этой целью применяется алгоритм Удза-

вы, использующий метод субградиента. Рас-

смотренный в работе алгоритм основан на ре-

шении двойственных задач с помощью лагран-

жева ослабления некоторого количества ограни-

чений исходных задач. При этом основным 

остановом алгоритма является выполнение 

ограничений задачи, помещѐнных в лагранжиан. 

Из таблицы 1 видно, что для задач размер-

ности до 50 50  алгоритм быстро сходится к 

оптимальному решению. При увеличении раз-

мерности задачи количество итераций, а, следо-

вательно, и время, требуемое для достижения 

оптимального решения, увеличивается. 

Рассмотренный алгоритм протестирован на 

многочисленных примерах с матрицами размер-

ностью до 300 300 . Вычислительный экспе-

римент показал работоспособность предложен-

ного алгоритма. 
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