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Статья посвящена решению задачи разработки численного алгоритма вычисления дробных ин-
тегро-дифференциальных преобразований. Изложена методика выбора параметров алгоритма для 
достижения заданной точности преобразования. Полученные результаты продемонстрированы на 
примере вычисления полупроизводной гармонической функции. 
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1. Введение 
Построение математических моделей про-

цессов, параметры которых изменяются одно-
временно во времени и в пространстве обычно 
опирается на дифференциальные уравнения в 
частных производных. Однако использование 
таких моделей при проектировании систем ав-
томатического управления сопряжено с неудоб-
ствами, связанными с отсутствием формального 
аппарата синтеза систем в рамках такого описа-
ния, что заставляет прибегать к классическим 
моделям уравнений в полных производных, су-

щественно снижая при этом адекватность моде-
ли. Перспективным инструментом при этом яв-
ляется использование математического аппара-
та, где формализация модели опирается на про-
изводные дробного порядка [1], передающие 
одновременно свойства веществ в пространстве 
и свойства «памяти», а также более близко от-
ражающие поведение процесса или объекта с 
распределенными параметрами, описанного 
дифференциальными уравнениями в частных 
производных [2]. Тогда дифференциальное 
уравнение движения представляется в форме: 
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где αi и βk – рациональные дроби, наиболее ча-
сто кратные ½. 

Идея дробной производной труднообъяс-
нима с точки зрения ее геометрической или фи-
зической интерпретации. Однако в современной 
теории управления дробные производные и 
дробные интегралы находят все более широкое 
изменение в случае управления объектами и 
технологическими процессами, имеющими теп-
ловую природу [3] или в случае описания осо-
бых систем автоматизации, в структуре которых 
используются микроконтроллеры, реализующие 
законы управления дробного порядка [4,5]. Осо-
бенность программно-алгоритмической реали-
зации дробной производной заключается в 
необходимости запоминания временных отсче-
тов сигнала на всем интервале развития динами-
ческого процесса, хотя существуют предложе-
ния в ряде источников по способам аппроксима-
ции дробной производной, ограничивающимся 
конечным числом отсчетов, что вполне оправ-
дано, если к тому же учитывать свойство «ста-
рения» информации во времени [6]. 

2. Математический аппарат для получения 
алгоритма дробного                                          

интегродифференцирования 
Вычисление производных дробного поряд-

ка непрерывной функции      может быть осно-

вано на определении дробной производной Лет-
никова [7]: 
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В свою очередь дробная производная 

 
 

         может быть определена через полную 
производную от функции, получаемой в резуль-
тате полуинтегрирования, т.е. 
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где  
 

  – оператор полуинтегрирования, приме-
нение которого на основе численного интегри-
рования состоит в выполнении следующей опе-
рации: 
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  (2)  

При переходе от непрерывной функции 
     к решетчатой функции  [  ] с периодом 
квантования Т и применении численного инте-
грирования методом прямоугольников получим: 
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Если перейти к нормированному периоду 
квантования и ввести шаг аппроксимации  , 
равный      , то для дробной производной 
порядка α можно записать [8]:  
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где а – нижний предел, с которого начинается 

учет отсчетов функции  [ ]  
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Как видно (4), с течением времени количе-
ство сохраненных отсчетов возрастает, что при-
водит к увеличению затрат памяти и машинного 
времени. Однако значимость отсчетов, близких 
к нижнему пределу а, в силу «старения» инфор-
мации, которое имеет место в системах автома-
тического управления, становится не «актуаль-
ным», поэтому часть их может быть отброшена, 
что повлечет за собой некоторую погрешность 
[9]. Выбор интервала L «короткой памяти» 
определяет величину этой погрешности. Его 
значение можно рассчитать, исходя из свойств 

рассматриваемой функции  [ ]. Если существу-

ет некоторое значение М, при котором  [ ]    
на всем промежутке наблюдения, то на интерва-
ле L будет обеспечиваться некоторая погреш-

ность  [ ], получаемая как разность между 
дробными производными порядка α, вычислен-
ными для каждого интервала, т.е. 
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где Г – гамма-функция. 
Тогда выражение (5) можно использовать 

для задания интервала памяти L, обеспечиваю-

щего заданную точность  , меньшую  [ ] [10], 
т.е. 
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Это существенно снизит затраты памяти 
при выполнении заданной точности. 

 
 

3. Реализация численного алгоритма в 

среде Mathcad 
Задавая фиксированный шаг h аппроксима-

ции функции      решетчатой функцией  [ ], 
можно воспользоваться для расчета дробной 
производной выражением (4) в форме [11]: 
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где    – коэффициенты разложения Фурье ре-

шетчатой функции    [ ]  определяемые как 

     (  
 ). В матричном виде выражение (7) бу-

дет: 
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(8)  

С использованием рассмотренных матема-
тических выражений в среде Mathcad получена 
математическая реализация на примере аппрок-
симации дискретного интегродифференциа-
ла [12], представленного в виде конечной разно-
сти и вычисления биномиальных коэффициен-
тов с использованием преобразования Фурье для 

периодической функции вида      
            :  
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Рис. 1. Графические результаты вычислений: 

─── график полупроизводной для 1000 расчетных 

точек, 

 ─── график полупроизводной для 1250 расчетных 

точек 

 

Представленный график показывает, что с 

течением времен расхождение между значения-

ми интегралов с разными нижними пределами 

сходятся с увеличением длительности интерва-

ла. 

Проверим адекватность используемого ал-

горитма на примере гармонической функции 

следующего вида: 

                      
Определим производную дробной степени, 

используя соотношение: 
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Используя формулу приведения 

                    
получим окончательное решение: 
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Математическая реализация приведенных 

вычислений представлена в среде Mathcad. 
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Рис. 2. Графические результаты вычислений: 

 ∙∙∙∙∙∙∙ график полупроизводной, 

 ─── график аппроксимации, полученный в соответствии с рассмотренным алгоритмом 

 

Сравнение графика аппроксимации полу-

ченной функции с графиком полупроизводной, 

полученной аналитически, показывает досто-

верность расчетов и адекватность алгоритма. 

Заключение 

С использованием аппроксимации дробно-

го интегродифференцирования реализован алго-

ритм расчета дробных производной и интеграла, 

произведена оценка ошибки, возникающей в 

результате использования принципа «кратко-

временной памяти», что позволило ограничить 

объем памяти, необходимой для вычисления 

преобразований. 

Проверена точность вычислений на приме-

ре полудифференцирования тригонометриче-

ских выражений. Для периодических функции 

использование рассмотренного алгоритма ап-

проксимации позволяет получить результирую-

щее преобразование  с заданной точностью. 
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