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Квантовые вычисления считаются будущим вычислительной техники. Давая экспоненциальный 

выигрыш в скорости решения самых востребованных NP задач, а также открывая возможности в 

построении систем искусственного интеллекта, криптографии и распознавания образов, квантовые 

алгоритмы сейчас не используются только по причине отсутствия собственно квантового компь-

ютера. Это препятствие уже в ближайшее время может быть преодолено, поскольку ведущие 

компании мира вкладывают огромные ресурсы в разработки в этом направлении и первые резуль-

таты есть уже во многих странах, в том числе и в России.  

Среди известных квантовых алгоритмов особое место занимают алгоритмы нахождения по-

рядка и факторизации. Ввиду их важности в вопросах информационной безопасности, возникает 

вопрос о тестировании и модификации этих алгоритмов для прикладных задач на классическом 

компьютере. Успешное испытание квантового алгоритма на классическом компьютере делает его 

готовым к применению на квантовом устройстве незамедлительно после его появления.  

В настоящей работе построены представления состояний кубита и операций над ними, позво-

ляющие моделировать простейшие квантовые алгоритмы на классическом компьютере с заданной 

точностью.  
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Введение, постановка задачи 

Согласно широко распространенному в 

научном сообществе мнению, выраженному в 

книгах, научных и научно-популярных статьях 

(например, [5], [3], [6], соответственно), эволю-

ция компьютерной техники будет идти в обла-

сти развития систем квантовых вычислений 

(квантовых компьютеров).  Их принцип дей-

ствия основан на фундаментальных физических 

закономерностях микромира – квантовой меха-

нике. Создание таких устройств сопряжено с 

успехами исследований на переднем крае со-

временной физики: достаточно посмотреть на 

авторитетный электронный источник 

http://xxx.lanl.gov, раздел quant-ph, где большая 

часть статей посвящена вопросам, связанным с 

тематикой квантовых вычислений.  

Базовой единицей информации в квантовых 

вычислениях является кубит – нормированный 

вектор в двумерном комплексном линейном 

векторном пространстве. Сам квантовый алго-

ритм иллюстрируется графически квантовой 

схемой, в которой кубиты занимают регистры, 

изображаемые горизонтальными прямыми, а 

элементы, осуществляющие преобразования ку-

битов, обозначаются прямоугольными блоками. 

Один из пионеров квантовых вычислений Дэвид 

Дойч в своей работе [1] показал, что преобразо-

вания кубита можно без потери общности осу-

ществлять с помощью нескольких квантовых 

элементов (иначе называются квантовые вен-

тили или, в английском варианте quantum gates).  

Полезность квантовых вычислений заклю-

чается в возможности параллельной обработки 

информации с помощью преобразований систе-

мы кубитов. Трудности заключаются в свойстве 

декогерентности квантовых систем – при изме-

рении кубит принимает определенное значение 

и остается в нем.  

Известные на сегодняшний день квантовые 

алгоритмы обеспечивают значительный выиг-

рыш в скорости вычислений по сравнению с 

классическими. Однако, их реализация наталки-

вается на трудности чисто физического характе-

ра – устройство для квантовых вычислений со-

здать трудно и не менее трудно доказать, что 

созданное устройство выполняет квантовые вы-

числения. Кроме того, сами квантовые вычисле-

ния, ввиду вероятностной природы результатов 

квантовых измерений, выдают требуемые ре-

зультаты лишь с определенной вероятностью. 

Ввиду этого возникает вопрос об оценке ошибок 

квантовых вычислений. 

Последние исследования (см. [2] и ссылки в 

работе) показывают, что наиболее вероятным 

кандидатом на коррекцию ошибок квантовых 

вычислений является ренорм-группа высокого 

разрешения и другие топологические методы. 

Это позволяет надеяться на возможность клас-

сического моделирования квантовых вычисле-

ний с помощью дискретных преобразований в 

алгебрах Ли, в частности, в алгебре кватернио-

нов, равных по модулю 1. Именно такая попыт-

ка предпринята в настоящей статье для широко 
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используемого в приложениях квантового пре-

образования Фурье.  

Методика классического моделирования 

квантового алгоритма 

Чтобы построить классическую модель 

квантового вычисления, следует построить с 

требуемой точностью конечные представления 

состояния кубита и модели действий квантовых 

вентилей на составных системах таких состоя-

ний.  Хорошая модель должна позволять зада-

вать уровень точности до начала вычислений.  

Для представления состояний кубита вос-

пользуемся его кватернионным представлением. 

Состояния кубита могут быть заданы парой 

комплексных чисел:        (          ) 

и       (          )  где       
     ),        В этом случае, состояние в ба-

зисе   〉   〉 (вычислительный базис)  представ-

ляется в виде    〉     〉  а условие нормировки 

            выполняется тождественно. За-

писав кватернион   в виде  

                           

                                (1) 

  (     )                                   
получаем взаимно однозначное соответствие 

между кватернионом   и парой комплексных 

чисел      связанных условием            , 

которая собственно и является кубитом. Легко 

проверить, что         
Пусть имеется эффективный квантовый ал-

горитм, дающий решение какой-то задачи с су-

щественным использованием квантового парал-

лелизма и обеспечивающий выигрыш в количе-

стве операций. Тогда этот алгоритм может быть 

реализован на классическом компьютере с по-

мощью кватернионного представления состоя-

ния кубита: достаточно все операции, осуществ-

ляемые квантовыми элементами, представить 

как кватернионные преобразования, которые, в 

свою очередь, осуществляются классическим 

компьютером обычными операциями. Экономия 

в количестве операций при этом может быть до-

стигнута только в кватернионном представле-

нии. При переходе от кватернионного представ-

ления кубита к двоичному представлению дан-

ных, экономия теряется. Таким образом, на 

классическом компьютере добиться существен-

ной экономии в числе операций не удастся, но 

имеется возможность тестирования и отладки 

квантовых алгоритмов.   

Квантовое преобразование Фурье 

Для иллюстрации предложенного метода 

классического моделирования квантовых вы-

числений, рассмотрим хорошо известное дис-

кретное преобразование Фурье и его квантовый 

аналог. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Квантовая схема, осуществляющая дискретное преобразование Фурье 

Дискретное преобразование Фурье – это 
унитарное преобразование комплексного векто-

ра с координатами           в комплексный 

вектор с координатами           по формуле: 

   
 

√ 
∑    

          
                   (2) 

Это преобразование используется во множестве 
приложений: от алгоритмов архивации до рас-
познавания изображений, а в квантовых вычис-
лениях – и как часть алгоритма нахождения по-
рядка, который, в свою очередь, является частью 
алгоритма факторизации.  

На рис. 1 изображена квантовая схема пре-
образования Фурье, представленная в книге [4]. 

Ее работа основана на том, что для      каж-
дый комплексный N-мерный вектор можно 

представить как линейную комбинацию векто-

ров вычислительного базиса |0>,…, |   > с 
комплексными коэффициентами, а сами векто-
ры вычислительного базиса можно символиче-
ски записать так 

                                 (3) 

так что, например,           , где 110 – дво-
ичная запись числа 6. В квантовой схеме пред-
полагается, что исходный комплексный вектор 
представляется в виде 

                              (4) 
и подается на вход схемы, которая производит 

над ним унитарное преобразование   так, что на 
выходе получается вектор 

                  
                          (5)  

H 
H R2 Rn-1 Rn 
Rn-2 Rn-1 

H R2 

|t1> |t2> 

|tn-1> 

H 
|tn> 
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Тем самым, для нахождения по заданным значе-

ниям           величин          , достаточ-
но знать, что схема осуществляет преобразова-

ние  , которое является квантовым преобразо-
ванием Фурье, и вычислить действие этого пре-
образования на векторы вычислительного бази-

са. Тогда координаты           преобразован-
ного вектора в том же базисе будут результатом 
применения дискретного преобразования Фурье 

к набору комплексных чисел          . 
Представленная на рис. 1 квантовая схема 

реализует действие оператора квантового пре-

образования Фурье на базисный элемент     

для любого           Для этого элемент 

    записывается в двоичном представлении 

       , где каждый знак принимает значение 
0 или 1, и на s-й регистр (горизонтальную ли-
нию схемы) подается кубит в чистом состоянии 

    . На выходе этого регистра появится состо-
яние, являющееся суперпозицией базисных век-

торов    и    :   ̂                , при-

чем значения    ( ) и    ( ) для всех   будут 

зависеть от поданного на вход значения  . Пре-

образованное состояние   ̂   базисного элемента 
будет выглядеть как тензорное произведение 
состояний регистров: 

 

  ̂    (             ) (             )                              
                                                                                                                                                                (6) 

 

В последней сумме находится      сла-
гаемых, которые являются компонентами векто-

ра состояния составной системы из   кубитов 

после преобразования. Поскольку     есть ба-
зисный элемент, то любой комплексный вектор 

с координатами           представляется в 
виде: 

                            (7) 

а следовательно, вектор     будет иметь вид: 

 

                               ( )    ( )           ( )    ( )     ]  
                                    (   )    (   )           (   )    (   )     ]        (8) 

 

В итоге дискретное преобразование Фурье 
будет представлено соотношениями: 

        ( )    ( )           (   )    (   )     
          ( )    ( )           (   )    (   )                              (9) 

 

и для его полного определения достаточно 

определить значения    функций 

   ( )    ( )          для целых аргументов 

от 0 до     . 
Рассмотрим работу квантовой схемы пре-

образования Фурье в кватернионном представ-
лении кубитов. Для этого запишем в кватерни-
онном виде квантовые элементы:  

  
 

√ 
(
  
   

)       (
  

        )   (10) 

Пусть под действием элемента   кубит из 

состояния   переходит в состояние  ̂. Тогда, по 

определению элемента    имеем  ̂  
 

√ 
((   )  (   ) ) или 

 ̂  
 

√ 
((                 )   (                 )   (                 )  

                                                                               (                 ))                                                  (11) 
 

в то же время,  ̂   ̂( ̂  ̂  ̂)      ̂     ̂  

     ̂     ̂       ̂     ̂       ̂     ̂, что 
приводит к соотношениям: 

    ̂     ̂  
 

√ 
(                 )  

    ̂     ̂  
 

√ 
(                 )  

    ̂     ̂  
 

√ 
(                 )  

    ̂     ̂  
 

√ 
(                 )   (12) 

 
из которых получаем 

    ̂  
√          (   )

√ 
   

    ̂  
                 

√          (   )
   

    ̂  
                 

√          (   )
            (13) 

Эти соотношения задают преобразование ква-

терниона под действием квантового элемента     
Вычислим таким же путем преобразование 

для квантового элемента   : пусть    является 

результатом действия элемента    на  . Тогда, с 
одной стороны,  

 

            
                      (   

 

         
 

    )     (          )  

                                                    (
 

      )          (
 

      )                      (14) 
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а с другой стороны, обозначая преобразованные 

параметры через           имеем 

                           
                                   (15) 

и преобразование будет сводиться к преобразо-

ванию параметра  : 

               
 

                (16) 

В итоге, композиция преобразований 

    (      ) есть преобразование исходного 

кубита вида  (     )   ̂ ( ̂   ̂   ̂ ), где но-
вые параметры определяются соотношениями 

 ̂        (
√          (   )

√ 
)   

 ̂        (
                 

√          (   )
)   

 ̂        (
                 

√          (   )
)  

 

          (17) 

Заметим, что на вход схемы подаются толь-
ко состояния вычислительного базиса: |0> или 
|1>, а кватернионы этих состояний находятся из 

соображений         для состояния |0> и 

        для состояния |1>. Легко найти, что 
они имеют вид: 

    (
 

 
    )        (     )          (18) 

В схеме на рис. 1 операторы    работают 
только тогда, когда в управляющем ими реги-
стре находится состояние |1>. Значит, в форму-
лах (1) следует установить символ Кронекера и, 

с учетом начальных значений      , нахо-
дим для s-го кубита: 

 ̂  
 

 
  ̂     

 ̂       ∑
 

             

     
       (19) 

или, в кватернионном виде: 
 

 ̂  
 

√ 
  

 

√ 
    ̂   

 

√ 
    ̂  

 

√ 
(     ̂  )                                   (20) 

 
а в векторном виде 

  ̂   
 

√ 
(       ̂    )               (21) 

Заметим теперь, что   ̂   есть те же самые 

векторы, что рассмотренные выше   ̂    с точ-
ностью до обращения порядка нумерации куби-

та:   ̂     ̂       ̂     ̂    следовательно  

   ( )  
 

√ 
    ( )  

 

√ 
   ̂ ( )      ( )   

 
 

√ 
   ̂ ( )                               (22) 

где  

 ̂ ( )        
 ∑

 

             

     
         (23) 

В итоге имеем дискретное преобразование 
Фурье в виде: 

   
 

    
(         )  

   
 

    
(   

  ̂ ( )         
  ̂ (   ))  

     
 

    (   
 ∑  ̂ ( ) 

           
 ∑  ̂ (   ) 

   )                                     (24) 
 

Вычислительная реализация этого преобра-
зования на классическом компьютере может 
быть произведена по формулам (19), где суще-
ственная часть, дающая взаимосвязь между 

начальным ( ) и конечным ( ) состояниями за-
дана формулой (23). 

Выводы  
Для построения, тестирования и отладки 

квантовых алгоритмов можно использовать 
классические компьютеры. В частности, в рабо-
те показан способ моделирования квантовых 
вычислений на классическом компьютере с по-
мощью кватернионного представления состоя-
ния кубита и его преобразований. Полученная 
математическая модель квантового преобразо-
вания Фурье может быть использована для пол-
ноценного тестирования квантового алгоритма 
нахождения порядка и, следовательно, для со-
здания полного алгоритма факторизации. 
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