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В статье рассмотрена динамики одноконцевого подъемника с учетом потенциальной энергии 

системы, состоящей из потенциальной энергии в поле силы тяжести элементов подъемника и упру-

гой деформации струны и отвеса каната. На основе уравнения Лагранжа II-го рода получена си-

стема обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами для определе-

ния колебательных процессов подъемника. 
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Одноконцевой подъемник относится к си-

стеме статически неуравновешенного подъема, 

поэтому важно знать какие колебательные про-

цессы возникают в канатопроводе данной подъ-

емной установки. В работе проф. Дворникова 

В.И. [1] отмечается, что в литературе [2 – 4] при 

расчете подъемников канат считается невесо-

мым, тогда 1/3 его массы приводится к рядом 

лежащим дискретным массам. Но куда делась 

еще 1/3 массы каната? Необходимо рассмотреть 

динамические переходные процессы в однокон-

цевой подъемной установке, учитывая массу 

струны и отвеса каната, а также характер дви-

жения дискретных масс. 

На рис. 1 приведена схема одноконцевой 

подъемной установки, которая состоит из элек-

тродвигателя, редуктора, соединительных муфт, 

подъемного барабана, которые объединены в 

одну дискретную массу в виду большой жестко-

сти валопровода; копрового шкива, подъемного 

сосуда и каната. 

Выведем динамические уравнение движе-

ния рассматриваемого подъемника с учетом по-

тенциальной энергии канатов, используя метод 

Лагранжа. 

Упругое удлинение струны и отвеса каната  

ббшш RRl  1 ; шшRуl  2 ,   (1) 

где Rб, Rш – радиусы соответственно барабана и 

копрового шкива;φб, φш – углы поворота соот-

ветственно барабана и копрового шкива, отсчи-

тываемые против хода часовой стрелки. 

 
Рис. 1. Схема одноконцевой подъемной установки:  

1J  – приведенный суммарный момент инерции барабана машины; 2J  – момент инерции направляющего (ко-

прового) шкива; 1l  – длина наклонной струны каната; 2l  – переменная длина отвесной части каната; α– угол 

наклона струны; m  – масса концевого груза; υ – скорость подъема груза, указывающая  направление переме-

щений элементов системы; y  – перемещение прицепного устройства по вертикали;  

L  – начальная длина отвеса каната в момент пуска двигателя; H  – высота подъема 
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Потенциальная энергия системы, которая 

возникает от сил упругой деформации канатов 

   
2 2

1 2

2 2

стр отв

упр

С l С l  
   ,     (2) 

где Сстр, Сотв– коэффициенты жесткости соот-

ветственно струны и отвеса каната, определяе-

мые следующим образом: 
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гдеЕ = 2,06·10
11

 Н/м
2
 – модуль упругости стали 

проволоки;а  = 0,315 – безразмерный параметр, 

зависящий от конструкции каната;dк – диаметр 

каната 

В формуле (3) в соответствии с рис. 1 l2 = L 

– y, но Сотвпо своему физическому смыслу зави-

сит не от координаты у, а от его «среднего зна-

чения» )(ty , определяемого как средняя вели-

чина по времени t при перемещении груза 

)(2 tyLl  .                      (4) 

Определим массы струны и отвеса каната 

по формулам 

1lmстр  ; 2lmотв  ,             (5) 

где γ – масса единицы длины каната, определяе-

мая как 
2

кст d  ,                      (6) 

где   = 0,491 – безразмерный параметр, зави-

сящий от конструкции каната;γст = 7800 кг/м
3
 – 

плотность стали, из которой изготовлена прово-

лока. 

Из всех сосредоточенных масс только кон-

цевая масса изменяет свою потенциальную 

энергию в поле силы тяжести. Изменяется также 

потенциальная энергия отрезков струны и отве-

са каната. Координаты центров инерции струны 

и отвеса каната определяются как средние 

арифметические величины этих канатов и рас-

полагаются в окресности их середин: 
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Для инженерных целей точностью в каче-

стве первого приближения можно ограничиться 

формулами (7). 

Потенциальная энергия в поле силы тяже-

сти равна 
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где g – ускорение свободного падения. 

Общая потенциальная энергия системы 

равна 

  тяжупр  . (9) 

Подставив в уравнение (9) соотношения (2) 

и (8) с определениями (3) и (4), получим оконча-

тельное выражение: 
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Определяем кинетическую энергию рас-

сматриваемой системы, которая представляет 

собой сумму кинетических энергий двух вра-

щающихся масс (барабана и копрового шкива) и 

линейно перемещающихся масс концевого груза 

и каната. 

Момент инерции барабана является пере-

менной величиной от параметра φб, так как к его 

вращающейся массе присоединяем массу части 

каната, навиваемую на барабан. Получаем 

ббRJJ  3

11   или  tRJJ бб 3

11  ,   (11) 

где  tб  – среднее значение, определяемое как 

средняя интегральная величина по времени t при 

вращении барабана.  

Следовательно, переменная 1J   рассматрива-

ется как параметрическая функция времени t. 

Определим кинетическую энергию элемен-

тов подъемника. 

Струну и отвес каната считаем упругими 

стержнями, концы которых перемещаются, и 

представим их сосредоточенными массами в их 

центрах тяжести. Предположим, что скорости 

граничных точек струны и отвеса каната явля-

ются соответственно ббR  , шшR   и yR шш
 , . 

Скорости центров инерции отрезков равны 

2
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Соотношения (12) отражают гипотезу и 

среднеарифметической величине продольной 

скорости центров тяжести. 

Кинетическая энергия всей системы равна 
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Для определения уравнений движения эле-

ментов рассматриваемой системы, воспользуем-

ся уравнением Лагранжа II-го рода: 

 tQ
qqdt
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где q1 = φб, q2 = φш, q3 =у – обобщенные коорди-

наты элементов подъемника;

уqqq шб
  321 ,,   – обобщенные скоро-

сти элементов рассматриваемой системы;Q1, Q2, 

Q3 – обобщенные непотенциальные силы. 

Для рассматриваемой системы примем: Q1= 

Мдв(t), Q2 = 0, Q3 = 0, где Мдв(t) – развиваемый 

момент двигателя, приведенный к оси органа 

навивки. Обобщенные силыQ2, Q3 приняты рав-

ными нулю, так как предполагается, что копро-

вой шкив и концевой груз не подвержены воз-

действию внешних сил (силы сопротивления 

воздушной среды, трения в подшипниковых уз-

лах и в направляющих устройствах и др.), кроме 

уже учтенных. 

Проведя необходимые вычисления и пре-

образования, получим систему уравнений дви-

жения подъемника: 
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      (15) 

Таким образом, получена система обыкно-

венных дифференциальных уравнений с посто-

янными коэффициентами для определения ко-

лебательного движения элементов подъемника с 

учетом потенциальной энергии канатов. 
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