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ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА ИСТЕЧЕНИЯ ДВУХФАЗНОЙ СРЕДЫ ИЗ КАМЕРЫ  
ПОМОЛА ДЕЗИНТЕГРАТОРА В ПЛОСКОСТИ, ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЙ  

ОСИ ВРАЩЕНИЯ РОТОРОВ 

Аннотация. В настоящее время дезинтеграторы являются одним из видов оборудования, приме-
няемого при помоле и смешении различных материалов. Преимуществами дезинтеграторов являются 
возможность регулирования частоты вращения роторов и изменения геометрических параметров 
для получения  продукта помола с требуемым зерновым составом, а также простота конструкции. 
В данной статье предложено описание истечения двухфазной среды из камеры помола в выходной 
патрубок, ось которого сдвинута относительно плоскости, проходящей через центр вращения рото-
ров. Представлена расчетная схема истечения двухфазного потока в выходной патрубок в плоскости, 
перпендикулярной оси цилиндрического корпуса. Сделано предположение, что движение двухфазной 
среды из камеры помола в выходной патрубок происходит с постоянной по модулю скоростью. Схема 
истечения двухфазного потока рассмотрена с учетом того, что длина выходного патрубка значи-
тельно превышает его ширину. Получены соотношения, определяющие изменение компонент вектора 
скорости вблизи выхода двухфазного потока в выходной патрубок. 

Опираясь на полученные выражения, определена траектория движения двухфазного потока из 
камеры помола в выходной патрубок. Таким образом, используя результаты данного теоретического 
исследования, можно обеспечить рациональное соотношение основных конструктивных параметров 
узла разгрузки дезинтегратора. 

Ключевые слова: дезинтегратор, камера помола, двухфазная среда, частица. 
 

 

Дезинтеграторы являются наиболее эффек-
тивным оборудованием для помола, смешения и 
активации материалов [1].  

Рассмотрим процесс истечения двухфазной 
среды из камеры помола дезинтегратора в плос-
кости, перпендикулярной оси вращения роторов, 
в выходной патрубок, представленный на ри-
сунке 1. 

 
Рис. 1. Схема истечения двухфазного потока в выходной патрубок в плоскости, перпендикулярной оси цилин-

дрического корпуса: R – радиус внешнего ряда ударных элементов, 
Rk – внутренний радиус цилиндрического корпуса
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Предположим, что движение двухфазной 
среды из камеры помола дезинтегратора в выход-
ной патрубок происходит с постоянной по мо-
дулю скоростью движения среды: 

ଶ(଴ߴ⃗) = ଴ଶߴ =  (1)                     .ݐݏ݊݋ܿ

На основании расчетной схемы, представ-
ленной на рисунке 2, компонента вектора скоро-
сти представлена в следующем виде:  

଴ߴ⃗ = ൫ ௫ߴ , ௬ߴ , 0൯,                           (2) 

௫ߴ = ଴ߴ sin  (3)                          ,(ݔ)ߠ

௬ߴ = ଴ߴ cos  (4)                          ,(ݔ)ߠ

где ϴ (α) – угол, который образует вектор скоро-
сти двухфазной среды с положительным направ-
лением оси «Оy». 

При выходе двухфазного потока в разгрузоч-
ный патрубок, длина которого L>>d, происходит 
поворот вектора скорости, который описывается 
изменением угла  ϴ вдоль оси «Оx».  

Кинетическую энергию движения двухфаз-
ной среды представим в следующем виде: 

ܹ = ∫ ∫ ∫ ቄఊణ೤
మ

ଶ
+ ఊ∙ௌ

ଶ
(∇ ∙ ଴)ଶቅߴ⃗ ܸ݀,∇     (5) 

здесь ∇ – двумерный оператор Лапласа; S – пло-
щадь поперечного сечения  выходного патрубка. 

Подынтегральное выражение в формуле (5) 
представляет собой плотность энергии двухфаз-
ного потока, истекающего в выходной патрубок 
дезинтегратора. 

Подстановка (2) – (4) в (5) и выполнение ин-
тегрирования по переменным «y» и «z»  приводит 
к следующему соотношению:                                                                                               

ܹ = ఊ∙ு∙ௗ∙ణబమ

ଶ ∫ (cosଶ (ݔ)ߠ + ܵ ቀௗఏ
ௗ௫
ቁ
ଶ
௅ୀஶݔ݀(

଴ .	 (6) 

На основании функционала (6), используя 
вариационный принцип, можно найти уравнение, 
описывающее изменение угла ϴ(x). 

ܹߜ = ߛ ∙ ܪ ∙ ݀ ∙ ଴ଶߴ ∫ (− cos (ݔ)ߠ ∙ sin ((ݔ)ߠ ∙ (ߙ)ߠߜ + ܵ ௗఏ
ௗ௫
∙ ߜ ቀௗఏ

ௗ௫
ቁ)݀ݔஶ

଴ .	               (7) 

Минимальное значение функционала (7) до-
стигает при выполнении следующих соотноше-
ний: 

ܵ ௗ
మఏ

ௗ௫మ
+ sin ߠ ∙ cos ߠ = 0,	                   (8) 

ௗఏ
ௗ௫
= 0, при ݔ = 0, и ݔ = ∞.               (9) 

Необходимо найти решение уравнения (8), 
удовлетворяющее следующим краевым усло-
виям: 

ݔ)ߠ = 0) = 0,                        (10) 

ݔ)ߠ = ∞) = గ
ଶ
.	                       (11) 

Уравнение (8) можно привести к следую-
щему виду: 

ௗ
ௗ௫
൤ܵ ቀௗఏ

ௗ௫
ቁ
ଶ
+ sinଶ ൨ߠ = 0.            (12) 

Интегрирование дифференциального урав-
нения (12) приводит к соотношению: 

ܵ ቀௗఏ
ௗ௫
ቁ
ଶ
+ sinଶ ߠ = ଵܥ .	              (13) 

Применение (9) и (11) к (13) позволяет найти 
значение произвольной постоянной: 

ଵܥ = 1.	                            (14) 

С учетом (14) выражение (13) принимает 
вид: 

√ܵ ௗఏௗ௫ = ±cos  (15)                     .ߠ

С математической точки зрения уравнение 
(15) является дифференциальным уравнением с 

разделяющимися переменными. Разделение пе-
ременных в (15) приводит к соотношению: 

∫ ௗఏ
ୡ୭ୱ ఏ

= ± ௗ௫
√ௌ
.		                    (16) 

Вычисление интеграла в (16) приводит к сле-
дующему результату: 

ln ቚtg ቀగ
ସ
− ఏ

ଶ
ቁቚ = ± ௫

√ௌ
+ ଶܥ .	             (17) 

На основании граничных условий (10) и (11)  
постоянную C2 необходимо приравнять нулю, 
поэтому (17) можно придать следующий вид: 

(ݔ)ߠ = గ
ଶ
− 2arctg ൬exp ቀ− ௫

√ௌ
ቁ൰.		    (18) 

С учетом полученного соотношения (18) 
формулы (3) и (4) соответственно принимает вид: 

௫ߴ = ݏ݋଴ܿߴ ∙ ൬2 ∙ ݃ݐܿݎܽ ቀexp ቀ−
௫
√௦
ቁቁ൰,		  (19) 

௬ߴ = ݊݅ݏ଴ߴ ∙ ൬2 ∙ ݃ݐܿݎܽ ቀexp ቀ−
௫
√௦
ቁቁ൰.	   (20) 

Введем  следующее обозначение 

ߙ	 = ݃ݐܿݎܽ ቀexp ቀ− ௫
√௦
ቁቁ.	            (21) 

На основании (21) находим: 

ߙ݃ݐ = ݁ି
ೣ
√ೞ	;	                       (22) 

ߙ݊݅ݏ = ߙݏ݋ܿ ∙ ݁ି
ೣ
√ೞ;                 (23) 

ߙ2݊݅ݏ = ߙ݊݅ݏ2 ∙ ߙݏ݋ܿ = ߙଶݏ݋2ܿ ∙ ݁ି
ೣ
√ೞ;  (24) 
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ߙଶݏ݋ܿ = ଵ
ଵା௧௚మఈ

= ଵ

ଵା௘
షమೣ
√ೞ
	.	           (25) 

Подстановка (25) в (24) приводит к следую-
щему результату: 

ߙ2݊݅ݏ = ଶ

௘
ೣ
√ೞ(ଵା௘

షమೣ
√ೞ)
	.	              (26) 

Вычислим: 

ߙ2ݏ݋ܿ = ߙଶݏ݋ܿ − ߙଶ݊݅ݏ = ߙଶݏ݋ܿ ൬1 − ݁ି
మೣ
√ೞ൰ = ଵି௘

షమೣ
√ೞ

ଵା௘
షమೣ
√ೞ

.                                   (27) 

На основании полученных соотношений (26) 
и (27) формулы (19) и (20) примут вид: 

௫ߴ = ଴ߴ ∙
ଵି௘

షమೣ
√ೞ

ଵା௘
షమೣ
√ೞ

;                   (28) 

௬ߴ =
ଶణబ

௘
ೣ
√ೞቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇ
	.                 (29) 

Полученные соотношения (28) и (29) опре-
деляют изменение компонент вектора скорости 
вблизи выхода двухфазного потока в выходной 
патрубок. 

Опираясь на полученные выражения (28) и 
(29), можно определить траекторию движения 
двухфазного потока из камеры помола в выход-
ной патрубок. Для этой цели формулы  (28) и (29) 
представим в виде: 

ௗ௫
ௗ௧
= ଴ߴ ∙

ଵି௘
షమೣ
√ೞ

ଵା௘
షమೣ
√ೞ
	 ;                     (30) 

ௗ௬
ௗ௧
= ଶణబ

௘
ೣ
√ೞቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇ
	.                     (31) 

Разделение переменных в дифференциаль-
ном уравнении (30) приводит к следующему вы-
ражению: 

∫
ቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇௗ௫

ଵି௘
షమೣ
√ೞ

= ଴ߴ ∙ ݐ + ଶܥ .                (32) 

Вычислим: 

 

∫
ቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇ

ଵି௘
షమೣ
√ೞ
ݔ݀ = ൥ ݖ = ݁

ೣ
√ೞ ݔ݀ = ݏ√− ௗ௭௭

ݔ = ݖlnݏ√−
൩ = ∫ݏ√− ଵା௭మ

௭(ଵି௭మ)
ݖ݀ = ݏ√− ∙ ∫ ቀଵ௭ +

ଵ
ଵି௭

− ଵ
ଵା௭

ቁ݀ݖ	 = ݖln)ݏ√− − ln(1 − (ݖ −

− ln(1 + ((ݖ = ቆlnݏ√− ቀ݁ି
ೣ
√ೞቁ − ln ቀ1− ݁ି

ೣ
√ೞቁ − ln ቀ1+ ݁ି

ೣ
√ೞቁቇ = ݔ + ݏ√ ∙ · ln ൬1 − ݁ି

మೣ
√ೞ൰.       (33) 

 
 

Подстановка (33) в (32) приводит к следую-
щему результату: 

ݔ + ݏ√ ln ൬1 − ݁ି
మೣ
√ೞ൰ = ଴ߴ ∙ ݐ + ଶܥ .     (34) 

Постоянную интегрирования в (34) находим 
из начального условия: 

при	ݐ = 0, ݔ =  ଴.                   (35)ݔ

Применив (35) к (34), получим следующий 
результат: 

ଶܥ = ଴ݔ ݏ√+ ln ൬1 − ݁ି
మೣబ
√ೞ ൰ .           (36) 

Подстановка (36) в (34) дает: 

ݔ − ଴ݔ + ݏ√ ln൭ ଵି௘
షమೣ
√ೞ

ଵି௘
షమೣబ
√ೞ
൱ = ଴ߴ ∙  (37)     .ݐ

Интегрирование уравнения (31), удовлетво-
ряющее начальному условию: 

при	ݐ = 0, ݕ = 0.                    (38) 

приводит к следующему соотношению: 

ݕ = ଶ∙ణబ∙௧

௘
ೣ
√ೞቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇ

,                      (39) 

Исключение времени "t"  из соотношений  
(37) и (39) позволяет получить следующее выра-
жение: 

ݕ = 2 ∙
௫ି௫బା√௦୪୬

భష೐
షమೣ
√ೞ

భష೐
షమೣబ
√ೞ

௘
ೣ
√ೞቆଵା௘

షమೣ
√ೞቇ

.               (40) 

Согласно расчетной схемы, представленной 
на рисунке 1: 

ݏ = ∆ଶ,                       (41) 

где ∆ – радиальный зазор. 
На рисунке 2 представлены кривые функци-

ональной зависимости (40) для набора значений 
x0. 
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Рис. 2. Зависимость y = f(x0). 

1 – для x0 = 0,1∆;  2 – для x0 = ∆/4;  3 – для x0 = ∆/2;  4 – для x0 = ∆ – 0,0005. 

Анализ полученных графических зависимо-
стей позволяет сделать заключение о размере d 
ширины выходного патрубка: 

݀ = 1,6 ∙ ∆.                         (42) 

Таким образом, согласно (42) ширина вы-
ходного патрубка, представленного на рисунке 1,  
должна в 1,6 раза превышать радиальный зазор  в 
камере помола дезинтегратора. 
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DESCRIPTION OF THE PROCESS OF A TWO PHASE MEDIA OUTFLOW  
FROM THE DISINTEGRATOR GRINDING CHAMBER  

IN THE PLANE PERPENDICULAR ROTORS AXIS 

Abstract. Currently, disintegrators are equipment used for grinding and mixing various materials. The 
advantages of disintegrators are the ability to control the rotation frequency of the rotors and change the 
geometric parameters to obtain a grinding product with the required grain composition, as well as the sim-
plicity of the design. This article describes the flow of a two-phase medium from the grinding chamber to the 
outlet pipe, whose axis is shifted relative to the plane passing through the center of rotation of the rotors. A 
design scheme for the two-phase flow into the outlet pipe in a plane perpendicular to the axis of the cylindrical 
body is presented. It is assumed that the movement of the two-phase medium from the grinding chamber to the 
outlet pipe occurs at a constant modulus speed. The diagram of the two-phase flow is considered taking into 
account that the length of the outlet pipe significantly exceeds its width. The relations determining the change 
of the velocity vector components near the two-phase flow outlet to the outlet pipe are obtained. Based on the 
obtained expressions, the trajectory of the two-phase flow from the grinding chamber to the outlet pipe is 
determined. Thus, using the results of this theoretical study, it is possible to provide a rational ratio of the 
main design parameters of the disintegrator unloading unit. 

Keywords: disintegrator, the grinding chamber, two-phase environment, particles. 
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