
Вестник БГТУ им. В.Г. Шухова                                                                                                                        2017, №12 

67 

DOI: 10.12737/article_5a27cb7ed07108.52925064 
Кузнецова С.В., канд. техн. наук., доц.,  

 Ванькова Т.Е., ст. преп.  
Белгородский государственный технологический университет им. В.Г. Шухова 

ОПТИМИЗАЦИЯ ОРТОТРОПНЫХ СТЕКЛОПЛАСТИКОВЫХ ОБОЛОЧЕК,  
ПОДКРЕПЛЕННЫХ ПОПЕРЕЧНЫМИ РЕБРАМИ 

wladfed@mail.ru 
В статье рассмотрена задача весовой оптимизации стеклопластиковой многослойной круго-

вой цилиндрической оболочки, подкрепленной поперечными ребрами и нагруженной гидростатиче-
ским давлением. В качестве физических ограничений приняты условия прочности, устойчивости и 
расслаивания. Для решения задачи прочности и устойчивости построены разрешающие уравнения 
на основе частично уточненной (итерационной) теории С.А. Амбарцумяна. Результаты весовой 
оптимизации оболочек, удовлетворяющие указанным ограничениям слоистых оболочек в условиях 
гидростатического давления получены с использованием метода обхода узлов пространственной 
сетки.  
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Введение. Важное место в различных обла-
стях техники занимают стеклопластики. Во-
просы применения их в различных областях со-
временной техники широко освещены в работе 
[1]. Их принципиальные возможности выше чем 
у традиционных материалов, благодаря специфи-
ческим качествам, прежде всего благодаря воз-
можности варьировать свойства материала за 
счет различной структуры.  

Однако, дороговизна компонентов, состав-
ляющих композицию, сдерживает широкое при-
менение композиционных материалов. Поэтому 
актуальными являются вопросы оптимального 
проектирования конструкций из композитного 

материала. Обзор работ данного направления 
приведен в работах [2], [3], [4].  

Постановка задачи оптимизации. Рассмат-
ривается задача весовой оптимизации стеклопла-
стиковой многослойной круговой цилиндриче-
ской оболочки, подкрепленной поперечными ре-
брами, с некоторой погибью между ребрами, с 
клеевой прослойкой между ребром и оболочкой 
работающей в условиях внешнего давления и 
удовлетворяющей условиям прочности, устойчи-
вости и расслаивания. В силу нелинейности 
функций ограничения она формулируется как за-
дача нелинейного программирования.  

В математической формулировке задача оп-
тимального проектирования оболочки имеет 
вид: 

G (x)→min; 

 x є c=൛𝑥|𝜑(𝑥) ≥ 0;  𝜒(𝑥) ≥ 0;  𝜓௝(𝑥) ≥ 0; |𝑗 = 1,2 … . 𝛭ൟ                                 (1) 

где G (x) – целевая функция (вес оболочки); 
𝜑(𝑥) – обозначает совокупность всех геометри-
ческих ограничений;  𝜒(𝑥) – совокупность струк-

турных ограничений;  𝜓௝(𝑥) – семейство физиче-
ских ограничений (предельных ограничений);  
 𝛭 – количество физических ограничений. 

Целевая функция определяется выраже-
нием: 

G(x)=2πL ൫∑ ℎ௜
௞
௜ୀଵ 𝜌௜𝑅௜൯+2πቀ𝑅 − ℎ −

௛೛

ଶ
ቁ hp bp ρp N                                            (2) 

где L – длина оболочки;  𝑘-количество однона-
правленных слоев;  ℎ௜ – толщина 𝑖-го слоя;  𝜌௜ –
плотность материала 𝑖-го слоя;  𝑅௜ - радиус сре-
динной поверхности 𝑖-го слоя;  𝑅 – радиус наруж-
ной поверхности оболочки;  ℎ – высота ребра;  
bp – ширина ребра;  ρp – плотность материала ре-
бра;  N – количество поперечных ребер. 

Вектор оптимизируемых параметров имеет 
вид: 

 𝑥̅ = ൛𝑁, ℎ௣, 𝑏௣,ℎ௜, 𝛽௜ , 𝑓଴ൟ                     (3) 
где 𝛽௜ – угол намотки однонаправленного 𝑖-го 
слоя;  𝑓଴  –  начальная погибь оболочки между ре-
брами. 

Геометрические ограничения наложены на 
расстояние между ребрами из условия обеспече-
ния местной устойчивости оболочки, на высоту, 
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ширину ребра и начальную погибь, определяе-
мые конструктивными и эксплуатационными 
требованиями. 

Структурные ограничения установлены для 
углов армирования исходя из возможностей тех-
нологии намотки.  

Физические ограничения учитывают предъ-
являемые к проекту требования прочности, 
устойчивости и расслаивания.  

Для определения деформативных свойств 
композиционного материала используется мик-
ромеханический, детерминированный подход. 
При этом механические характеристики компо-
зиции армированной среды выражаются через 
механические характеристики связующего и ар-
мирующего элементов и через коэффициент ар-
мирования. Упругие характеристики ортотроп-
ного элементарного слоя определяем по извест-
ным формулам теории армирования, получен-
ным В.В. Болотиным [5]. 

Для оценки прочности каждого слоя принят 
критерий Мизеса-Хилла [6] для ортотропного 
слоя. Разрушение слоев не допускается. Условие 
прочности имеет вид: 

1 − ቂ
ఙభ

మ

ிభ
మ −

ఙభఙమ

ிభ
మ +

ఙమ
మ

ிమ
మ +

ఛభమ
మ

ிభమ
మ ቃ ≥ 0        (4)  

где 𝜎ଵ, 𝜎ଶ, 𝜏ଵଶ – компоненты напряжений в осях 
слоя; 𝐹ଵ, 𝐹ଶ, 𝐹ଵଶ – соответствующие пределы 
прочности. 

Для решения задачи используется статиче-
ский критерий устойчивости. 

Ограничение по устойчивости принято в 
виде: 

 qкр / q – 1 ≥ 0                           (5) 
где qкр, q – критическая и эксплуатационная 
нагрузки. 

Разрушение композита от расслаивания про-
исходит от максимальных касательных напряже-
ний, действующих в плоскости, перпендикуляр-
ной плоскости армирования вследствие разруше-
ния связующего. Для последнего принимается 
условие прочности П.П. Баландина [7]. 

 ට
ி೎

св ிр
св

ଷ
 /𝜏ఈఉ −1 ≥ 0                 (6) 

где 𝐹௖
св 𝐹р

св– пределы прочности связующего на 
сжатие и растяжение; 𝜏ఈఉ – касательные напря-
жения в поперечном сечении. 

Напряжённое состояние круговых цилин-
дрических оболочек, равномерно подкреплён-
ных ребрами и нагруженных гидростатиче-
ским давлением. Рассматривается многослой-
ная цилиндрическая оболочка кругового очерта-
ния, постоянной общей толщины h, собранная из 
произвольного числа ортотропных слоев hi, раз-
личных по толщине в пакете слоев с модулями 

упругости Eα, Eβ соответственно в продольном и 
кольцевом направлениях. Исследования напря-
женно-деформированного состояния слоистых 
оболочек выполнены в работах [8], [9]. Вопросам 
расчета подкрепленных оболочек посвящены ра-
боты [10], [11]. В нашем случае оболочка равно-
мерно подкреплена поперечными ребрами пря-
моугольного сечения с модулями упругости Ep и 
имеет погибь ʄ0. Задача решается на основе ча-
стично уточненной (итерационной) теории С.А. 
Амбарцумяна [12]. Модуль сдвига для пакета в 
целом определяется следующим соотношением: 

Gr = 
 ∑ ீഀೝ

೔ ∗௛೔

௛
                           (7)  

где 𝐺ఈ௥
௜ , ℎ௜  – модуль поперечного сдвига и тол-

щина слоя соответственно. 
Деформация поперечного сдвига для пакета 

в целом определяется такой зависимостью: 

 𝑒ఈ௥ =
ଵ

ଶீഀೝ
(

௛మ

ସ
− ଶ)                 (8) 

где – функция поперечного сдвига. 
Для конструктивного прогиба оболочки 

между ребрами принято следующее выражение: 

𝜔 ଴ = −
ସఈ∗ʄబ

ௗమ (𝑑 − 𝛼)                   (9) 

где d – расстояние между ребрами, ʄ0 – стрела 
подъема. 

Синтезирующее уравнение осесимметрич-
ной деформации приводится к виду: 

 А
ௗరఠ

ௗఈర + 𝐵
ௗమఠ

ௗఈమ + 𝐶𝜔 = 𝐷           (10) 

где A, B, C, D – постоянные коэффициенты. 
Коэффициент D включает начальную погибь 

ʄ0. 
Общий интеграл синтезирующего уравнения 

включает в себя четыре произвольные постоян-
ные, для определения которых используются гра-
ничные условия опирания оболочки на ребро в 
середине оболочки. Здесь можно считать, что все 
участки оболочки между ребрами находятся в 
одинаковых условиях. Поэтому, для одного 
участка оболочки получаем такие условия опира-
ния ребра: 

при  = 0; 
ௗఠ

ௗఈ
= 0; 𝜔об = 𝜔ఘ                             (11) 

при = /2;
ௗఠ

ௗఈ
= 0; 𝑄ఈ௥ = 0. 

После определения произвольных постоян-
ных, находим . В дальнейшем определяем 
напряжения 𝜎ఈ и 𝜎ఉ. 

В данной работе выполнены исследования 
влияния на напряженно-деформированное состо-
яние и прочность оболочки учёта поперечного 
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сдвига и членов порядка h/R по сравнению с еди-
ницей. Определена структура пакета слоев, обес-
печивающая максимум прочности по критерию 
Мизеса-Хилла. Проведены исследования влия-
ния конструктивного прогиба между ребрами на 
напряженно-деформированное состояние и проч-
ность оболочки. Расчеты проведены для под-
крепленных одно-, двух- и трехслойных оболо-
чек со следующими характеристиками: 

- длина оболочки L = 3000 мм; 
- радиус 𝑅 = 400 мм; 
- толщина стенки оболочки ℎ= 18 мм; 
- число ребер 𝑁= 4; 
- высота ребра ℎ௣= 40 мм; 
- ширина ребра bp= 10 мм. 
Как отмечено выше, для определения дефор-

мативных свойств композиционного материала 
используется микромеханический, детерминиро-
ванный подход. Физические характеристики 
компонентов композиции, материала ребра и ко-
эффициент армирования приняты следующие: 

 -модуль упругости стекловолокна  
E'= 70000 МПа; 

 -модуль упругости связующего 
E" = 4000 МПа; 

 -коэффициент Пуассона стекловолокна ν' = 
0,2; 

 -коэффициент Пуассона связующего ν" = 
0,4; 

 -модуль сдвига стекловолокна  
G' = 30000 МПа; 

 -модуль сдвига связующего G'' = 15000 
МПа; 

 -объемный коэффициент армирования μ = 
0,7. 

Характеристики материала ребра приняты 
следующие: 

 -модуль упругости Eр = 35000 МПа; 
 -модуль сдвига Gр = 6000 МПа.  
Прочностные характеристики материала 

слоя взяты следующие: 
 -пределы прочности 𝐹ଵ = 200 Мпа, 𝐹ଶ =

150 Мпа, 𝐹ଵଶ= 70 МПа. 
Модули поперечного сдвига приняты G13 

=G23= 5000 МПа. 
Исследования показали, что учет в расчетах 

членов порядка h/R практически не сказывается 
на напряжениях, но отличия в напряжениях для 
уточненной и классической теорий значительны. 
Так отдельных случаях напряжения, подсчитан-
ные по классической теории на 29 % ниже полу-
ченных по частично уточненной теории. Учет 
сдвига приводит к повышению напряжений 𝜎ఈ на 
12 %. 

Исследования напряжений 𝜎ఉ и перемеще-
ний 𝜔 показали, что они практически не меня-

ются при учете членовпорядка h/R. Также не ска-
зывается на величинах 𝜎ఉ и 𝜔 учет поперечного 
сдвига по частично уточненной теории. Что каса-
ется значений критерия прочности по Мизесу-
Хиллу, то они меняются в основном за счет 
напряжений 𝜎ఈ.  

Исследование структуры пакета слоев обо-
лочки, обеспечивающего максимум прочности 
по критерию Мизеса-Хилла, проводилось для 
подкрепленных одно-, двух- и трехслойных обо-
лочек, полученных косой перекрестной намот-
кой. В исследованиях сохранялись общими 
длина оболочки L, радиус 𝑅 , толщина пакета 
слоев ℎ, величина гидростатического давления q, 
механические характеристики компонентов, со-
ставляющих композицию, коэффициент армиро-
вания слоев. Варьировалось число слоев, углы 
ориентации арматуры в слоях. Комбинации ар-
мирования слоев выполнялись для углов армиро-
вания от 0º до 90º с шагом 15º. Кольцевому арми-
рованию соответствовало 0º, продольному 90º. 
Наивысшая прочность оболочки достигается при 
углах армирования 0º–9º.Однако, использование 
этих углов нецелесообразно, т.к. изделие, полу-
ченное кольцевой или близкой к ней намоткой 
может разрушиться от растрескивания связую-
щего вследствие эффекта Пуассона. Поэтому, 
при проектировании слоистых оболочек, слои с 
кольцевым армированием следует располагать с 
внутренней стороны оболочки, а наружные слои 
выполнять перекрестной намоткой. 

 Рассмотрены участки оболочки, примыкаю-
щие к ребрам и расположенные между ними. 
Наиболее нагруженными являются участки 
между ребрами. Здесь значение критерия проч-
ности на 20 %–30 % выше чем в месте примыка-
ния к ребру. Во всех случаях прочность опреде-
ляется участком оболочки, расположенным по-
средине между ребрами. Это обстоятельство вы-
зывает необходимость конструирования круго-
вых цилиндрических оболочек с некоторой поги-
бью между ребрами. Исследования показали, что 
использование конструктивной погиби дает су-
щественные, до 20 % дополнительные резервы 
прочности. 

Устойчивость стеклопластиковых оболо-
чек, подкрепленных поперечными ребрами с 
учетом клеевой прослойки между ребром и 
оболочкой. Рассматривается задача статической 
устойчивости цилиндрической, ортотропной, 
многослойной стеклопластиковой оболочки, 
подкрепленной поперечными ребрами, с клеевой 
прослойкой между ребрами и оболочкой и рабо-
тающей в условиях внешнего давления. Вопро-
сам устойчивости слоистых оболочек, подкреп-
ленных ребрами посвящены работы [13], [14, 
[15].  
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Для решения задачи устойчивости использо-
вались уравнения, построенные на базе уточнен-
ной теории слоистых оболочек С.А. Амбар-
цумяна [12], но при этом учитывалась деформа-
ция сдвига в поперечном направлении и допол-
нительная работа ребер при потере устойчиво-
сти.  

1. В месте соединения оболочки с ребром 
возникают касательные напряжения 𝜏ଵ и 𝜏ଶ, дей-
ствующие в продольном и поперечном направле-
ниях соответственно. Величины этих напряже-
ний зависят не только от общих размеров обо-
лочки и ребра, но и от толщины и сдвиговой 
жесткости слоя, соединяющего ребро с оболоч-
кой. Касательные напряжения 𝜏ଶ играют основ-
ную роль, т. к. действуют в направлении основ-
ной работы ребер при потере устойчивости.  

С учетом действия 𝜏ଶ деформации в попе-
речном сечении представим зависимостями: 

а) в оболочке: 
- в пределах ребра 

 𝑒௬௭ = 𝜏ଶ ቀ
ଵ

ଶ
−

ఊ

௛
ቁ

ଵ

ீమయ
+

ଵ

ଶ
ቀ

௛మ

ସ
− 𝛾ଶቁ 𝛷ଶ(𝛼, 𝛽)    (12) 

-вне ребра 

 𝑒௬௭ =
ଵ

ଶ
ቀ

௛మ

ସ
− 𝛾ଶቁ 𝛷ଶ(𝛼, 𝛽)               (13) 

𝑒௫௭ =
ଵ

ଶ
ቀ

௛మ

ସ
− 𝛾ଶቁ 𝛷ଵ(𝛼, 𝛽)               (14) 

б) в ребре: 

 𝑒௬௭ = 𝜏ଶ ൬
ଵ

ଶ
+

ఊ೛

௛೛
൰

ଵ

ீ೛
+

ଵ

ଶ
ቀ

௛೛
మ

ସ
− 𝛾௣

ଶቁ 𝛷ଶ
௣(𝛽)   (15) 

где 𝐺ଶଷ  – приведенный модуль сдвига в попереч-
ном направлении для всего пакета в целом; 𝐺р – 
модуль сдвига ребра; 𝛾, 𝛾௣ – координаты обо-
лочки и ребра, отсчитываемые соответственно от 

срединной поверхности  оболочки и радиуса ре-
бра; h,h p – толщина оболочки, высота ребра; 
𝛷ଵ, 𝛷ଶ – функции, подлежащие определению. 

Для определения 𝜏ଶ воспользуемся соотно-
шением между интенсивностью сдвига и дефор-
мация-ми оболочки и ребра, установленными 
А.Р. Ржаницыным [16]:  

∆ ∙  
ௗఛ

ௗఉ
 ∙

ଵ

ீ೎
=  𝑒ఉ,௖ 𝑅௖ − 𝑒ఉ,௖

௣
∙ 𝑅௖          (16) 

где ∆-толщина прослойки связующего между 
ребром и оболочкой; 𝑅௖ – радиус стыка;  𝐺௖ – мо-
дуль сдвига прослойки. 

Используя выражение для перемещений в 
оболочке в пределах ребра, выражение для пере-
мещений ребра с учетом неразрывности переме-
щений между ребром и оболочкой, зависимость 
(16) и соотношения для деформаций оболочки в 
пределах ребра и деформаций ребра получим вы-
ражение для 𝜏ଶ : 

 𝜏ଶ =
௽భ

ோ
∙

డఠ

డఉ
+

௽మ௛మ

଼
∙ 𝛷ଶ(𝛼, 𝛽)           (17) 

где 𝛱ଵ , 𝛱ଶ – коэффициенты, учитывающие влия-
ние прослойки между ребром и оболочкой. 

2. Выражения деформаций получим из 
соотношений теории упругости в 
криволинейных координатах между 
деформациями и перемещениями. 

Для оболочки в пределах ребра они учиты-
вают коэффициенты 𝛱ଵ и 𝛱ଶ , вне ребра при  
𝛱ଵ = 𝛱ଶ= 0 они совпадают с выражениями, при-
веденными в работе С.А. Амбарцумяна [12]. 

Деформации кольца записаны с учетом 
сдвига и касательных напряжений в месте стыка, 
при 𝛱ଵ = 𝛱ଶ = 𝛷ଶ = 0  они переходят в обычные 
зависимости для кругового кольца.  

3. Напряжения в произвольном слое i нахо-
дим с помощью обобщенного закона Гука для ор-
тотропного тела: 

 𝜎ఈ
௜ = 𝐵ଵଵ

௜ 𝑒ఈ + 𝐵ଵଶ
௜ 𝑒ఉ;𝜏 ఈఉ

௜  = 𝐵଺଺
௜ 𝑒ఈఉ;𝜏ఉఊ

௜ 𝐺ଶଷ𝑒ఉఊ + 𝜏ଶ ൤
ଵ

ଶ
−

ఊ೛

௛೛
൨                              (18) 

𝜎ఉ
௜ = 𝐵ଵଶ

௜ 𝑒ఈ + 𝐵ଶଶ
௜ 𝑒ఉ;𝜏ఈఊ

௜ = 𝐺ଵଷ
௜ 𝑒ఈఊ; 𝜏ఉఊ

௜ = 𝐺௣𝑒ఉఊ
௣

+ 𝜏ଶ ൤
ଵ

ଶ
−

ఊ೛

௛೛
൨                            (19) 

где  

 𝐵ଵଵ
௜ =

ாభ
೔

ଵିఔభ
೔ ఔమ

೔ ; 𝐵ଵଶ
௜ =

ாభ
೔ ఔమ

೔

ଵିఔభ
೔ ఔమ

೔ =
ாమ

೔ ఔభ
೔

ଵିఔభ
೔ ఔమ

೔                                                   (20) 

 𝐵ଶଶ
௜ =

ாమ
೔

ଵିఔభ
೔ ఔమ

೔ ; 𝐵଺଺
௜ =  𝐺ଵଶ

௜                                                         (21) 

4. Внутренние усилия и моменты в оболочке 
и ребре имеют вид: 

𝑁ଵ =
ଵ

஻
∫ 𝜎ఈ ∙ 𝐻ଶ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

                                                      (22) 

 𝑁ଶ =
ଵ

஻
∫ 𝜎ఉ ∙ 𝐻ଵ 𝑑 𝛾 +

ଵ

஺ು ∫ 𝜎ఉ
௉𝐻ଵ

௣
 𝑑 𝛾௣ ∙

ଵ

௔

೓

మ

ି
೓

మ

                                      (23) 
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𝑆ଵଶ =
ଵ

஻
∫ 𝜏ఈఉ ∙ 𝐻ଶ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

; 𝑆ଶଵ =
ଵ

஺
∫ 𝜏ఈఉ ∙ 𝐻ଵ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

                                        (24) 

 𝐻ଶଵ =
ଵ

஺
∫ 𝜏ఈఉ ∙ 𝛾 𝐻ଵ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

; 𝑀ଵ =
ଵ

஻
∫ 𝜎ఈ ∙ 𝐻ଶ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

                                     (25) 

 𝑀ଶ =
ଵ

஺
∫ 𝜎ఉ ∙ 𝛾𝐻ଵ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

+
ଵ

௔஺೛
∫ 𝜎ఉ

௣

ி೛
𝐻ଵ

௣
 𝑑 𝛾 −

ே೛

ଶ
(ℎ + ℎ௣)

ଵ

௔
                              (26) 

  𝑄ଵ =
ଵ

஺
∫ 𝜏ఉఊ𝐻ଵ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

+
ଵ

஺
 ∫

ఛమ

ீమయ

೓

మ

ି
೓

మ

ቀ
ଵ

ଶ
−

ఊ

௛
ቁ 𝐺ଶଷ

௜ 𝐻ଵ 𝑑 𝛾 ∙
௕೛

௔
 +

ଵ

஺௣
∫ 𝜏ଶ (

ଵ

ଶ
−

ఊ೛
೔

௛೛
)

೓

మ

ି
೓

మ

𝐻ଵ
௣

𝑑𝛾௣
௕೛

௔
            (27) 

 𝐻ଵଶ =
ଵ

஻
∫ 𝜏௔ఉ 𝛾 𝐻ଶ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

;𝑄ଵ =
ଵ

஻
∫ 𝜏௔ఊ𝐻ଶ 𝑑 𝛾

೓

మ

ି
೓

మ

                                           (28) 

После интегрирования в выражениях для𝑁ଶ, 
𝑆ଵଶ, 𝑀ଶ, 𝐻ଶଵ слагаемые, связанные с 𝛱ଵ и 𝛱ଶ сле-

дует умножить на коэффициент 
௕೛

௔
.  При состав-

лении уравнений равновесия моментностью до-
критического состояния пренебрегаем, учиты-
ваем лишь мембранные усилия. Уравнения рав-
новесия имеют вид: 

 
డே

డఈ
+

డௌమభ

డఉ
− 𝑞 ቂ

డమ௎

డఉమ −
డఠ

డఈ
+

ଵ

ଶ

డమ௎

డఈమቃ = 0                                                  (29) 

 
డேమ

డఉ
+

డௌభమ

డఈ
− 𝑄ଶ − 𝑞 ቂ

డమజ

డఉమ +
ଵ

ଶ
∙

డమఔ

డఈమ +
డఠ

డఉ
ቃ = 0                                             (30) 

 ቂ
డொభ

డఈ
+

డொమ

డఉ
ቃ + 𝑁ଶ + 𝑞 ቂ

ଵ

ଶ
∙

డమఔ

డఈమ +
డ௎

డఈ
−

డఔ

డఉ
+ 𝜔ቃ = 0                                         (31) 

డெభ

డఈ
+

డுమభ

డఉ
= 𝑅𝑄ଵ                                                               (32)  

డெమ

డఉ
+

డுభమ

డఉ
=  𝑅𝑄ଶ                                                                (33)  

К полученным уравнениям добавляются гра-
ничные условия. 

5. Для определения критической нагрузки 
следует положить: 

 𝜔 = 𝜔(𝛼)𝑐𝑜𝑠 𝑛𝛽;𝑢 = 𝑢(𝛼)𝑐𝑜𝑠 𝑛𝛽; 𝑣 = 𝑣(𝛼) sin  𝑛𝛽                                     (34) 

𝛷ଵ = 𝛷ଵ(𝛼) 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝛽; 𝛷ଶ = 𝛷ଶ(𝛼) 𝑠𝑖𝑛 𝑛𝛽                                            (35)  

При шарнирном опирании оболочки: 

 𝜔(𝛼) = 𝐶 ∙ 𝑠𝑖𝑛
గோ

ସ
𝛼; 𝑢(𝛼) = 𝐴 ∙ 𝑐𝑜𝑠

గோ

ସ
𝛼; 𝑣(𝑎) = 𝐵 ∙ 𝑠𝑖𝑛

గோ

ସ
𝛼                      (36) 

𝛷ଵ(𝛼) = 𝛷ଵ ∙ 𝑐𝑜𝑠
గோ

ସ
𝛼;𝛷ଶ(𝛼) = 𝛷ଶ ∙ 𝑠𝑖𝑛

గோ

ସ
𝛼                                       (37) 

Получаем систему алгебраических уравне-
ний. Критическая нагрузка определяется как 
наименьшая из обращающих в нуль определи-
тель системы. 

Выполнена численная реализация данной за-
дачи. 

В работе проведено исследование структуры 
пакета слоев, обеспечивающего максимум крити-
ческой нагрузки. Исследования производились 
на примере одно-, двух- трехслойных оболочек. 
Общая толщина во всех исследованиях сохраня-
лась равной h. Размеры оболочек и физические 
характеристики компонентов композиции, мате-
риала ребра и коэффициент армирования при-
няты, как и для оболочек, рассмотренных при ис-
следовании напряжённо-деформированного со-
стояния круговых цилиндрических оболочек, 
равномерно подкреплённых ребрами и нагружен-

ных гидростатическим давлением. Для одно-
слойных оболочек углы армирования менялись 
от 0º до 90º с шагом 15º. Для двухслойных оболо-
чек рассматривались всевозможные комбинации 
армирования слоев с шагом 15º. Для трехслой-
ных рассматривались симметричные структуры с 
одинаковыми углами армирования в верхних и 
нижних слоях с шагом изменения угла 15º. Ис-
следовалось влияние на qкр различных комбина-
ций армирования слоев от 0º до 90º. Кольцевому 
армированию соответствовало 0º, продольному 
90º. В случае однослойных оболочек максималь-
ная критическая нагрузка достигается при углах 
армирования от 0º до 15º (т.е. при армировании 
близком к кольцевому). Для двухслойных оболо-
чек максимальная критическая нагрузка достига-
ется при углах армирования верхнего слоя 15º 
(близко к кольцевому армированию) и нижнего 
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слоя 0º. Исследования трехслойных оболочек по-
казали, что максимальная критическая нагрузка 
достигается при кольцевом армировании ниж-
него слоя и косом армировании других слоев обо-
лочки (близких к кольцевому). Некоторые ре-
зультаты исследований приведены в [17]. 

Разрушение композита от расслаивания. 
Ввиду того, что касательные напряжения 𝜏ଵଷ 
были значительно меньше напряжений 𝜎ଵ и 𝜎ଶ 
разрушения слоев оболочки от расслаивания по 
критерию П.П. Баландина [7] не происходило. 

Весовая оптимизация оболочек. Для реше-
ния весовой оптимизации оболочки применялся 
метод покоординатного спуска. Отмечено, что 
уже при двух-трех внешних итерациях метод 
сходился, но решение являлось локальным. Для 
улучшения решения выполнялось несколько по-
пыток при различных исходных векторах. Из по-
лученных решений выбиралось наилучшее реше-
ние.  

Для решения этой задачи также применен 
метод обхода узлов пространственной сетки [18]. 
Этот метод более прост в реализации и позволяет 
найти решение с точностью, вполне достаточной 
для решения практических задач. В этом методе 
область изменения варьируемых параметров 
(углы армирования оболочки, размеры ребер, ко-
личество ребер и т. д.) разбивается сеткой с за-
данным шагом по каждому параметру. Обход уз-
лов начинается из точки, соответствующей ниж-
ним границам переменных. С учетом быстродей-
ствия современных вычислительных машин пе-
ребор всех узлов пространственной сетки не за-
нимает много времени. При таком подходе к оп-
тимизации получены наилучшие результаты.  

Выводы. В работе получены разрешающие 
уравнения слоистых круговых цилиндрических 
оболочек на основе частично уточненной (итера-
ционной) теории С.А. Амбарцумяна [12]. Урав-
нения построены с учетом поперечных сдвигов, 
членов порядка h/R, и учитывают конструктив-
ную погибь между ребрами оболочки. Исследо-
вано влияние поперечных сдвигов, членов h/R, 
конструктивной погиби на напряженно-дефор-
мированное состояние оболочки в условиях гид-
ростатического давления. Определена структура 
пакета слоев, обеспечивающая максимальную 
прочность оболочки по критерию Мизеса-Хилла. 

 Получены уравнения устойчивости слои-
стых круговых цилиндрических оболочек на ос-
нове частично уточненной (итерационной) тео-
рии С.А. Амбарцумяна [12]. Уравнения учиты-
вают сдвиги в поперечном направлении, допол-
нительную работу ребер при потере устойчиво-
сти и члены порядка h/R. На основе этих уравне-

ний определена структура пакета слоев, обеспе-
чивающая максимальную критическую нагрузку 
при внешнем гидростатическом давлении.  

 Выполнена весовая оптимизация оболочек, 
удовлетворяющая условиям прочности, устойчи-
вости и расслаиванию слоистых оболочек в усло-
виях гидростатического давления. Использован 
метод обхода узлов пространственной сетки.  
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Kuznetsova S.V., Vankova Т.Е. 
OPTIMIZATION OF ORTHOTROPIC FIBER-GLASS TRAVERSE-RIBBED SHELLS 

The article deals with the problem of weight optimization of a multilayered fiber-glass round cylindrical 
shell, reinforced with traverse ribs and loaded with hydrostatic pressure. As physical restrictions the strength, 
buckling and lamination conditions have been taken. To solve the problem of strength and buckling the resolv-
ing equations on the base of partially refined (iterational) theory by S.А. Ambartsumyan have been derived. 
The results of weight optimization of multilayered shells, meeting the above-mentioned restrictions in condi-
tions of hydrostatic pressure have been obtained by using the spatial network nodes bypassing method. 

Keywords: optimization, fiber-glass shells, strength, buckling, refined theory of equations derivation. 
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