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Оболочковые конструкции из железобетона являются одними из самых изящных и, в то же 

время, экономичных архитектурных решений, но обладают огромным недостатком, а именно, 
сложностью расчётов при их проектировании. Сегодня, благодаря внедрению современных компь-
ютерных технологий в процессы проектирования строительных конструкций, увеличилась ско-
рость расчётов и их точность. Метод конечных элементов в совокупности с современными ком-
пьютерными технологиями создаёт возможности для моделирования и расчёта конструкций лю-
бой сложности. Для проверки корректности данного метода проведено сравнение результатов 
расчёта модели, полученной рассмотренным способом и аналогичной, возведённой средствами 
SCAD. В данной работе исследуется напряженно-деформированное состояние в зависимости от 
наличия различных факторов. Таковыми являются соотношение стрелы подъёма к пролету и тол-
щины оболочки к ее радиусу. Ставится задача подбора пологой оболочки наиболее рациональной по 
геометрическим характеристикам. кроме того, исследуется изменение прочностных и деформа-
тивных характеристик в зависимости от условий закрепления оболочки по торцам(шарнир-
ное/жесткое). Исследование проводится при действиях постоянных и временных нагрузок и приво-
дятся наиболее оптимальные варианты конструкции пологих оболочек. 

Ключевые слова: Пологая оболочка, напряженно-деформированное состояние, поперечные 
силы, безмоментные и моментальные усилия, условия закрепления,  ПК СКАД. 

1) Напряженно-деформированное состоя-
ние пологой оболочки с квадратным планом опи-
сывается следующей системой дифференциаль-
ных уравнений, имеющих вид: [3] 

ଵ

ா௛
∇ଶ∇ଶ𝐹 − ∇௞

ଶ𝑊 = 0                         (1) 

𝐷∇ଶ∇ଶ𝑊 + ∇௞
ଶ𝐹 = 𝑞                          (2) 

где неизвестными являются функции напряже-
ний F(х,у) и прогиба W(х,у). 

Решим задачу, принимая искомые функции 
в виде двойных тригонометрических рядов [1–2] 

𝐹 = 𝐴௠௡𝑠𝑖𝑛
௠గ௫

௔
𝑠𝑖𝑛

௡గ௬

௕
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     𝑊 = 𝐵௠௡𝑠𝑖𝑛
௠గ௫

௔
𝑠𝑖𝑛

௡గ௬

௕
            (3) 

Для отыскания постоянных Amn, Bmn вос-
пользуемся методом Бубнова-Галеркина в 

форме, предложенной Власовым В.З., основан-
ного на условии взаимной ортогональности двух 
функций    

∬ 𝐿ଵ × 𝐹௠௡𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0  
௔௕

଴଴
          (4) 

∬ 𝐿ଶ × 𝑊௠௡𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 
௔௕

଴଴
          (5) 

где 𝐿ଵ – первое уравнение, а 𝐿ଶ – второе уравне-
ние системы (1, 2). Решение системы (4, 5) при-
водит к следующей системе пар уравнений, кото-
рые аналогичны каноническим уравнениям сме-
шанного метода строительной механики  

Аmn δmn – Bmn δ’mn = 0               (6) 

Аmn r’mn +Bmn rmn = Rmn                      (7) 

Решая эту систему коэффициенты примут 
вид  

Аmn = 
ோ೘೙ఋ೘೙
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где 
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                                      R୫୬ = q ∬ ∬ 𝑊௠௡𝑑𝑥𝑑𝑦
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Зная Аmn, Bmn находим прогиб, усилия в за-
данной системе. 

Рассмотрим НДС оболочки с размерами 

 a = b = 12 м; f0 = 0,6 м; h = 0,1 м; R = 60,15 м. 
Для решения данной задачи воспользуемся 

одним членом ряда в выражениях (3) 

F = A11 sin
గ௫

௔
sin

గ௬

௕
;  W = В11 sin

గ௫

௔
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గ௬

௕
;  при ν = 0 

Из выражений (6, 7) получим 

               Bଵଵ =
16𝑞
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2𝜋ଶ𝑅
𝐵ଵଵ; 

Соответственно усилия при ν = 0 будут 

                             Mଵ =
𝐸ℎଷ𝜋ଶ

12𝑎ଶ
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                             Qଵ =
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Используя принятые численные данные по-
лучим 

А11 = 673,2 q 

B11 = 55510,3 q/E, 

Соответственно: 

Wቀ
௔

ଶ
;

௔

ଶ
ቁ =55510,3 q/E, 

M1ቀ
௔

ଶ
;

௔

ଶ
ቁ = 0,317 q, 

N1ቀ
௔

ଶ
;

௔

ଶ
ቁ = – 46,1 q. 

На точность решения влияет взятое количе-
ство членов ряда. Увеличение числа членов в вы-
ражения F и W повышает сложность решения 
данной задачи, поэтому мы рассмотрели более 
простые решения при m = n = 1, чтобы иметь 
представление о работе пологой оболочки под 
нагрузкой q. 

Далее при исследовании НДС оболочки в за-
висимости от различных факторов воспользу-
емся программным комплексом SCAD Office. [4] 

Была составлена модель оболочки в виде ко-
нечных элементов [7]. Задача решалась с учетом 
изменения внешней нагрузки, условий закрепле-
ния (шарнирное и жесткое защемление), соотно-
шения геометрических характеристик (стрелы 
подъема f, толщины оболочки δ, радиуса и разме-
ров оболочки а, b). 

В итоге полученные эпюры прогибов по цен-
тральным осям x,y и усилий N1,N2, а так же мо-
ментных усилий. Результаты исследований пред-
ставлены на соответствующих рисунках 5-25. 

Напряжения Nx,Ny,Mx,My,Qx,Qy в виду сим-
метрии оболочки получаются однозначными [8], 
характер усилий представлен на рисунках 1-20 в 

зависимости от соотношений 
௙

௅
 и изменения ра-

диуса оболочки R. Все расчеты по ПК SCAD [6] 

производим для определенного соотношения 
௙

௅
 и 

R .  
 

Прогибы w относительно оси Oz, мм 

   
 

Рис. 1.  Шарнирное закрепление в зависимости от R       Рис. 2. Жесткое закрепление в зависимости от R 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

17 0,00 -0,02 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03 -0,02 0,00

19 0,00 -0,18 -0,28 -0,33 -0,34 -0,34 -0,34 -0,34 -0,33 -0,28 -0,18 0,00

21 0,00 -0,22 -0,35 -0,41 -0,42 -0,42 -0,42 -0,42 -0,41 -0,35 -0,22 0,00

23 0,00 -0,26 -0,41 -0,49 -0,51 -0,52 -0,52 -0,51 -0,49 -0,41 -0,26 0,00

25 0,00 -0,30 -0,49 -0,58 -0,61 -0,62 -0,62 -0,61 -0,58 -0,49 -0,30 0,00
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17 0,00 -0,02 -0,03 -0,04 -0,04 -0,04 -0,04 -0,04 -0,04 -0,03 -0,02 0,00

19 0,00 -0,09 -0,24 -0,34 -0,39 -0,40 -0,40 -0,40 -0,34 -0,24 -0,09 0,00

21 0,00 -0,11 -0,29 -0,41 -0,48 -0,50 -0,50 -0,48 -0,41 -0,29 -0,11 0,00

23 0,00 -0,13 -0,34 -0,49 -0,58 -0,61 -0,61 -0,58 -0,49 -0,34 -0,13 0,00

25 0,00 -0,14 -0,39 -0,58 -0,68 -0,73 -0,73 -0,68 -0,58 -0,39 -0,14 0,00
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Рис. 3. Шарнирное закрепление в зависимости от 
௙

௅
                Рис. 4. Жесткое закрепление в зависимости от 

௙

௅
 

   

Прогибы w относительно оси Oz, мм 

                            

Рис. 5. Шарнирное закрепление при 
௙

௅
=

ଵ

ଵହ
                                     Рис. 6. Жесткое закрепление при 

௙

௅
=

ଵ

ଵହ
 

                               

Рис. 7. Шарнирное закрепление при R=21 м                                     Рис.8. Жесткое закрепление при R=21 м 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0,1 0,00 -0,38 -0,64 -0,78 -0,83 -0,85 -0,85 -0,83 -0,78 -0,64 -0,38 0,00

0,083 0,00 -0,51 -0,89 -1,11 -1,22 -1,27 -1,27 -1,22 -1,11 -0,89 -0,51 0,00

0,067 0,00 -0,75 -1,33 -1,72 -1,93 -2,04 -2,04 -1,93 -1,72 -1,33 -0,75 0,00

0,058 0,00 -0,92 -1,66 -2,17 -2,48 -2,64 -2,64 -2,48 -2,17 -1,66 -0,92 0,00

0,05 0,00 -1,21 -2,21 -2,94 -3,40 -3,65 -3,65 -3,40 -2,94 -2,21 -1,21 0,00
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0,1 0,00 -0,01 -0,04 -0,05 -0,04 -0,02 -0,02 -0,04 -0,05 -0,04 -0,01 0,00

0,083 0,00 -0,22 -0,64 -1,01 -1,27 -1,40 -1,40 -1,27 -1,01 -0,64 -0,22 0,00

0,067 0,00 -0,30 -0,89 -1,46 -1,87 -2,11 -2,11 -1,87 -1,46 -0,89 -0,30 0,00

0,058 0,00 -0,35 -1,07 -1,77 -2,30 -2,61 -2,61 -2,30 -1,77 -1,07 -0,35 0,00

0,05 0,00 -0,43 -1,33 -2,24 -2,94 -3,36 -3,36 -2,94 -2,24 -1,33 -0,43 0,00
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Напряжения Nx,Ny, тс/м2 

     

Рис. 9. Шарнирное закрепление при 
௙

௅
=

ଵ

ଵହ
                           Рис. 10.  Жесткое закрепление при 

௙

௅
=

ଵ

ଵହ
 

 

     

Рис. 11. Шарнирное закрепление при R=21 м                     Рис. 12. Жесткое закрепление при R=21 м 

 

Напряжения Mx,My, тс/м2 

    

Рис. 13. Шарнирное закрепление при 
௙

௅
=

ଵ

ଵହ
                   Рис. 14. Жесткое закрепление при 

௙

௅
=

ଵ

ଵହ
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Рис. 15. Шарнирное закрепление при R=21 м                        Рис. 16. Жесткое закрепление при R=21 м 

Расчет на снеговую нагрузку сделан анало-
гично постоянной (снег справа) в различных ее 
вариантах рис. 17, характер прогибов, моментов, 
напряжений показан на рис. 18, 19, 20. Характер 

эпюр показан на наиболее невыгодное загруже-
ние оболочки от снеговой нагрузки [5]. 

Снеговая нагрузка (справа) для оболочки 
при R=21 м (жесткое закрепление) 

           

Рис. 17. Схема приложения снеговой нагрузки                      Рис. 18. Прогибы w относительно оси  Oz, мм 

                       

Рис. 19. Напряжения Nx,Ny, тс/м2                                           Рис. 20. Напряжения Mx,My, тс/м2 

Анализируя полученные результаты руч-
ного способа и с помощью ПК SCAD можно сде-
лать вывод об их хорошей сходимости. Ручной 
способ несколько отличается от расчета на ПК 
SCAD так, как в расчетах был учтен только один 
член ряда, SCAD дает более точные результаты и 
так же показывает, что граничные условия вли-
яют на характер полученных эпюр и их значения. 
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Startseva L.V., Valieva E.T., Garifullin M.Z., Nabiyev I.I., Shaikhutdinov A.A. 
INVESTIGATION OF THE STRESSED-DEFORMED STATE OF THE SHADOW SHELL 
AS A DEPENDENCE ON VARIOUS FACTORS 
Membraned structures made of reinforced concrete are among the most elegant and, at the same time, eco-
nomical architectural solutions, but they have a huge drawback, namely, the complexity of the calculations 
when designing them. Today, thanks to the introduction of modern computer technologies in the design of 
building structures, the speed of calculations and their accuracy has increased. The finite element method in 
combination with modern computer technologies creates opportunities for modeling and calculation of struc-
tures of any complexity. To verify the correctness of this method, a comparison is made between the results of 
the calculation of the model obtained by the considered method and the analogous one, constructed by means 
of SCAD. In this paper, the stress-strain state is investigated depending on the presence of various factors. 
These are the ratio of the lifting arm to the span and the thickness of the shell to its radius. The problem of 
choosing a shallow shell is most rational in terms of geometric characteristics. In addition, the change in 
strength and deformation characteristics is investigated depending on the conditions for securing the shell 
along the ends (articulated / rigid). The study is carried out under the action of constant and temporary loads 
and the most optimal variants of the construction of shallow shells are given. 
Keywords: sloping shell, stress-strain state, transverse forces, momentless and instantaneous forces, fastening 
conditions, PC SCAD. 
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