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Предложено математическое описание процесса движения мелющих тел в конусообразном 
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Шаровые барабанные мельницы (ШБМ) 

получили достаточно широкое распространение 

в промышленности строительных материалов 

для помола различных материалов. Многообра-

зие свойств измельчаемых материалов способ-

ствовало распространению на предприятиях 

мельниц, различающихся формой корпуса, ти-

пом его бронефутеровки. Конструкциями внут-

римельничных устройств. По сведению авторов 

[1, 2] использование ШБМ с конусообразными 

формами барабана или его бронефутеровки поз-

воляет обеспечить распределение мелющих тел 

(м.т.) по их крупности в направлении от загру-

зочной части к разгрузочной и повысить эффек-

тивность процесса измельчения материала. Од-

нако, определение рациональных значений кон-

структивно-технологических параметров ШБМ 

с конусообразным барабаном осуществляется 

преимущественно экспериментальным путем. 

Рассмотрим процесс движения каждого 

м.т., находящегося в корпусе ШБМ как испыты-

вающего последовательность соударений с фу-

теровкой корпуса мельницы и другими м.т..В 

промежутках времени между соударениями м.т. 

движутся по параболическим траекториям толь-

ко под действием силы тяжести. Соударения м.т. 

представляются как мгновенные изменения их 

скоростей. Движение центра масс каждого шара 

описывается известным уравнением: 
2
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где g  - вектор ускорения свободного падения; t 

– время движения. 

Найдем время, через которое произойдет 

ближайший удар i-го шара о футеровку, либо о 

j-ый шар. Время движения шара до удара о фу-

теровку конусообразного барабана определяется 

выражением: 
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где ', '
i i

x y  - координаты центров масс м.т. в 

начальный период времени; ', '
xi yi

V V  - проекции 

вектора скорости на оси координат в начальный 

период времени; t – время движения до соударе-

ния с конусообразным  барабаном; rsi – радиус 

шара; D1m – диаметр основания конуса, в плос-

кости начала координат; m - угол наклона обра-

зующей конуса.  

Время движения i-го шара до соударения о 

j-ый (tsij):  
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После определения времен ударов для всех 

шаров, определяем из них минимальное и для 

данного шара рассчитываем послеударные ско-

рости в соответствии с теоремой об изменении 

количества движения и момента количества 

движения. При ударе шара в любой точке бара-

бана мельницы ударные импульсы определяют-

ся следующими выражениями: 
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где Sn, Sτ– импульсы нормального и касательно-

го взаимодействия, Iz – момент инерции корпу-

са, m – масса м.т., ω0  - угловая скорость враще-

ния барабана до удара, V0τ, V0b- проекции линей-
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ной скорости центра масс м.т. до удара, ω0b - 

проекция угловой скорости вращения м.т. до 

удара, xs, ys – координаты точки удара, k – ко-

эффициент восстановления неупругого удара. 

Используя Sn и Sτ,  находим послеударные 

скорости м.т. и корпуса, затем по формулам (2) 

и (3) для м.т., участвовавших в соударении, сно-

ва находим время движения. Выбираем мини-

мальное, тем самым определив объекты удара, 

вычисляем ударное взаимодействие и далее по-

вторяем процедуру. Таким образом, мы получа-

ем модель контактного взаимодействия м.т. в 

конусообразном корпусе. С ее помощью опре-

делим кинематические параметры м.т. в корпу-

се. Зная размеры, координаты центров масс, 

направления векторов скоростей и их величины 

для всех шаров, рассмотрим процесс их движе-

ния в конусообразном корпусе D=0,45 м.  

Рассмотрим механизм распределения м.т. 

по их крупности в корпусе ШБМ с конусообраз-

ным барабаном. Режим движения м.т. в попе-

речном сечении барабана изменяется, по мере 

удаления от большего торцевого днища, от во-

допадного до смешанного, а затем и каскадного. 

В областях с водопадным и смешанным движе-

нием мелкие м.т. в поперечных сечениях бара-

бана преимущественно выходят на внешние тра-

ектории движения, а крупные перемещаются на 

внутренние. При достижении точек отрыва мел-

ких м.т. от внутренней поверхности барабана, 

они имеют возможность перемещаться не толь-

ко поперечно, но и продольно, по образующе-

муся откосу м.т. в направлении от большего 

торцевого днища к меньшему (линия АD рис.1). 

Эти условия обеспечивают перемещение мелких 

м.т. к меньшему торцевому днищу. Образование 

откоса мелющей загрузки обусловлено тем, что 

м.т., находящиеся у большего торцевого днища, 

прижимаются к нему, получают большее коли-

чество энергии, чем удаленные и поднимаются 

на большую высоту. У меньшего торцевого 

днища и расположенной у него области, м.т. 

движутся в каскадном режиме, что способствует 

выходу на внешние траектории движения круп-

ных м.т. и перемещению мелких на внутренние. 

Крупные м.т. свободнее, чем мелкие скатывают-

ся по поверхности откоса мелющей загрузки и 

концентрируются в зоне «пяты». Мелкие м.т. 

задерживаются в верхней части откоса, затем 

накрываются более крупными и перемещаются в 

«приближенные» слои мелющей загрузки. Ко-

нусообразная форма барабана способствует пе-

ремещению находящихся в зоне «пяты» круп-

ных м.т. в направлении к большему торцевому 

днищу (линия ЕВ рис.1). 

Перемещение крупныхм.т. в корпусе с ко-

нусообразным барабаном от меньшего торцево-

го днища к большему в нижней области мелю-

щей загрузки и обратное перемещение мелких 

м.т. в ее верхней области обеспечивают распре-

деление м.т. от крупных у большего торцевого 

днища к мелким у меньшего. Сегрегация м.т. по 

их крупности подтверждена в результате физи-

ческого эксперимента на мельнице с конусооб-

разным корпусом D=0,45 м и в работе [2]. 

Для оценки степени объединения м.т. по их 

размерам предлагается использовать коэффици-

ент сегрегации ξ, значение которого примем 

равным тангенсу угла наклона к оси абсцисс 

прямой, аппроксимирующей методом наимень-

ших квадратов набор точек, отображающих по-

ложения центров масс и размеры м.т.: 
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где N – количество м.т., rsi – радиус i-го шара, Xi–  

величина, характеризующая положение м.т. (ко-

ордината zц.м. м.т.). 

 
Рис. 1. Схема перемещения м.т.  

в корпусе ШБМ с конусообразным барабаном 
 

Для исследования зависимости ξпр от кон-

структивно-технологических параметров кону-

сообразного барабана с D = 0,45 м на ПЭВМ 

был проведен численный эксперимент по плану 

ПФЭ ЦКОП2
4
 с использованием разработанного 

математического описания процесса движения 

м.т. В качестве параметров, влияющих на ξпр 

были приняты угол наклона образующей бара-

бана θ(Х1), коэффициент загрузки м.т. φ(Х2), от-

носительная частота вращения барабана ψ(Х3), 

длина камеры конусообразного барабана L(Х4). 

Значения ξпр рассчитывались для каждого из 

опытов по полученным распределениям м.т. в 

барабане. Полученное по результатам экспери-

мента уравнение в кодированной форме имеет 

вид: 

 

ξпр=-0,3845-0,0289Х1+0,1104Х1
2
+0,0138Х2+0,0160Х2

2
- 

0,0016Х3-0,0093Х3
2
-0,0695Х4+0,0699Х4

2
-                                      (6) 

0,0269Х1Х2+0,0346Х1Х3+0,0096Х1Х4-0,0101Х2Х3-0,0083Х2Х4-0,0329Х3Х4. 
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Уравнение в натуральном виде: 

ξпр=0,5421-0,0791θ+0,0022θ
2
+0,0533φ+3,1990φ

2
+0,8433ψ- 

0,2975ψ
2
-3,2991L+6,2114L

2
+0,0128θL-                                         (7) 

0,0538θφ+0,0276θψ+0,0128θL-0,8078φψ-1,1063φL-1,7541ψL. 

Графические зависимости ξпр от конструк-

тивно-технологических параметров приведены 

на рис. 2. Изменение угла наклона образующей 

θ оказывает значительное влияние на величину 

ξпр. Изменение  ξпр при рассматриваемых диапа-

зонах значений исследуемых факторов наблю-

дается в достаточно широкой области его значе-

ний. Так, при θ = 25°; φ = 0,2; ψ = ψкр; L = 0,18 м 

значение ξпр = 0,198; при θ = 15°; φ = 0,2; ψ = 

0,5ψкр; L = 0,48 м значение ξпр = -0,285. При уве-

личении θ от 5° до близких к 15° происходит 

уменьшение ξпр, дальнейшее увеличение θ до 

25° приводит к росту значений ξпр. Так, при зна-

чениях исследуемых факторов φ = 0,3; ψ = 

0,75ψкр; L = 0,33 м и θ1 = 5°; θ2 = 15°; θ3 = 25° ко-

эффициент продольной сегрегации соответ-

ственно принимает значения ξпр1 = -0,123; ξпр2 = -

0,384; ξпр3 = -0,205. Уменьшение ξпр при увели-

чении θ в диапазоне значений от 5° до 15° обу-

словлено выделением в области большего дни-

ща мелких м.т. на внешние траектории их дви-

жения (в поперечном направлении) и их пере-

мещением в направлении к меньшему днищу 

(продольном) в области верхней части контура 

мелющей загрузки. Большая часть из переме-

стившихся мелких м.т. остается в области 

меньшего днища, а меньшая часть перемещается 

в обратном направлении (к большему днищу) в 

области нижней части контура мелющей загруз-

ки. Процесс перемещения мелких м.т. в про-

дольном направлении (прямом и обратном) про-

исходит непрерывно, что не позволяет достичь 

ξпр значений, близких к -1. Использование моду-

ля визуализации наглядно это подтверждает. 

Дальнейший рост ξпр при увеличении θ от 

значений, близких к 15°, до 25° обусловлен тем, 

что уменьшение острого угла между образую-

щей конусообразного барабана и большим дни-

щем становится настолько значительным, что 

находящиеся в области днища м.т., при увели-

чившемся по интенсивности воздействии на них 

расположенных рядом м.т., взаимодействуют с 

днищем, получают бо льшие по величине со-

ставляющие продольных скоростей и поднима-

ются на бо льшую высоту. Перемещение в про-

дольном направлении (как прямом, так и обрат-

ном) вышедших у днища на внешние траектории 

движения мелких м.т. интенсифицируется, уве-

личивается их количество. Перемещение мелких 

м.т. в направлении от большего днища к мень-

шему осуществляется в верхнем контуре мелю-

щей загрузки, в обратном направлении – в ниж-

нем. Указанные особенности движения мелких 

м.т. приводят к увеличению ξпр при повышении 

θ до значений, превышающих по величине близ-

кие к 15°. 

 

а) б) в) 

г) д) е) 

 

 

а) б) в) 

г) д) е) 

 
Рис. 2. Зависимости ξпрм.т. в конусообразном бара-

бане с D = 0,45 м от: а) от θ и L при φ=0,3; ψ=0,75ψкр; 

б) от φ и ψ при θ=15°; L=0,33м 
 

 

В уравнении (6) квадратичный коэффици-

ент при Х2 имеет небольшую величину и зави-

симость ξпр от φ имеет характер, близкий кли-

нейному. Увеличение φ при небольших значе-

ниях угла θ приводит к увеличению ξпр; при зна-

чениях θ близких к 15° и превышающих его, из-

менение ξпр незначительно. Так, при θ = 5°; ψ = 

0,75ψкр; L = 0,33 м изменение φ от 0,2 до 0,4 

приводит к увеличению ξпр соответственно от -

0,164 до -0,018. При θ = 20°; ψ = 0,75ψкр; L = 0,33 

м изменение φ в диапазоне от 0,2 до 0,4 приво-

дит к изменению ξпр соответственно от -0,31 до -

0,325.Увеличение ψ при небольших значениях θ 

приводит к уменьшению ξпр в область его отри-

цательных значений. При θ близких к 0° (угол 

между образующей конусообразного барабана и 

большим днищем близок к 90°) и малых (в рас-

сматриваемом диапазоне значений) ψ воздей-

ствие на расположенные у днища м.т., со сторо-

ны расположенных рядом с ними м.т., недоста-

точно для обеспечения полного выхода из их 

среды мелких м.т. на внешние траектории. Из-

менение ψ при значениях θ близких к 15° не 

приводит к существенным изменениям ξпр. Уве-

 а) 

б) 
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личение ψ при значениях θ превышающих близ-

кие к 15° способствует получению мелким м.т., 

расположенным у большего днища и вышедшим 

на внешние траектории их движения в верхней 

части контура мелющей загрузки, бо льших по 

величине составляющих продольных скоростей. 

Это увеличивает количество мелких м.т., дви-

жущихся в верхней части контура мелющей за-

грузки в направлении к меньшему днищу и 

движущихся в обратном направлении в нижней 

части контура мелющей загрузки, что приводит 

к ухудшению продольной сегрегации м.т. и по-

вышению ξпр. Так, при θ = 5°, φ = 0,3 и L = 0,33 

м увеличение ψ от 0,5ψкр до ψкр приводит к 

уменьшению значений ξпр от -0,07 до -0,213. При 

θ = 15°, указанных значениях φ, L и ψ происхо-

дит уменьшение ξпр соответственно от -0,4 до -

0,405. Увеличение ψ в пределах диапазона варь-

ирования ее значений при θ = 25° приводит к 

увеличению значений ξпр от -0,29 до -0,156. 

Увеличение L приводит к уменьшению ξпрв 

область его отрицательных значений, улучшает 

сегрегацию м.т. от крупных к мелким в направ-

лении от большего торцевого днища к меньше-

му при изменениях, исследуемых факторов на 

всех рассматриваемых диапазонах их варьиро-

вания. Как указывалось ранее, при описании ме-

ханизма продольной сегрегации, характер изме-

нения ξпр от L обусловлен различием в воздей-

ствии большего и меньшего торцевых днищ на 

мелющую загрузку. 

При варьировании факторов в исследуемых 

областях диапазон изменения значений ξпр до-

статочно большой – от максимального значения   

ξпр = 0,265 при θ = 5°; φ = 0,4; ψ = 0,57ψкр; L = 

0,18 м, до минимального ξпр = -0,46 при θ = 

14,22°; φ = 0,31; ψ = ψкр; L = 0,42 м. Для значе-

ний ψ = 0,76ψкр, используемых при эксплуата-

ции промышленных ШБМ, максимально воз-

можно распределение м.т. по их крупности ха-

рактеризуется значением ξпр = -0,405, получае-

мым при θ = 15,52°; φ = 0,284; L=0,382 м. 

Проведенные исследования по изменению 

ξпр подтверждают рассмотренное описание ме-

ханизма продольной сегрегации м.т. по их круп-

ности в корпусе с конусообразным барабаном. 
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