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Приводятся постановка задачи, формулы для определения ущерба от погрешностей измерений

при оптимизации производства и для оценки эффективности точности измерений производственно-
технологических параметров. Формулы могут быть использованы при установлении оптимальной
точности измерений, сравнении вариантов, характеризующихся разной точностью определения ис-
ходных данных, расчете экономической эффективности новой измерительной техники, математи-
ческого моделирования производственных процессов и т.п. Прилагается численный пример опреде-
ления ущерба при оптимизации потерь полезного ископаемого на открытых горных работах.
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1. Постановка задачи

Производственно-технологические, службы
горностроительных предприятий в процессе
своей деятельности постоянно выполняют рабо-
ты по измерению тех или иных параметров и по
оценке их точности с целью установления соот-
ветствия фактических значений плановым или
проектным величинам. На основании результа-
тов измерений судят о выполнении предприяти-
ем плана, производят оплату отдельных катего-
рий трудящихся, устанавливают правильность
ведения горных работ в соответствии с проек-
том, поддерживают оптимальный режим дея-
тельности предприятия.

Повышение точности измерений требует
использования более совершенных и дорогих
приборов, применения более трудоемких мето-
дов и, как правило, вызывает удорожание съе-
мочных работ. Дополнительные затраты также
необходимы при повышении точности управле-
ния предприятия в   оптимальном режиме. Тем
не менее, вся деятельность служб направлена на
увеличение точности определяемых результа-
тов. В связи с этим возникает вопрос, как опре-
делить экономическую эффективность повыше-
ния точности измерений и оптимального управ-
ления предприятием. Ответив на этот вопрос,
можно решать такие задачи, как эффективность
применения математического моделирования
производственных процессов, сравнение вари-
антов, характеризующихся разной точностью
определения исходных данных, установлении

оптимальной точности измерений, расчет эко-
номической эффективности новой измеритель-
ной техники и т. д.

Точность определения параметров влияет,
прежде всего, на эффективность оптимизации
производства. Для уяснения сути задачи, рас-
смотрим наиболее простой пример.

Пусть оптимальный режим производства
достигается при  максимуме целевой функции

 yz  , которая зависит от одной переменной
y (рис. 1, а).

Такой функцией может быть прибыль, объ-
ём товарной продукции и др. При безошибоч-
ном определении у и безошибочном управлении
могли бы работать точно в оптимальном режиме
у0, и результат производственной деятельности
соответствовал бы максимальному значению
целевой функции  0 max

y
z y  . Если вслед-

ствие ошибок управления у работаем в интерва-
ле 1

0  yy , где 1 - стандарт, или среднее

квадратическое отклонение, то среднее значение
целевой функции  yDyM 1, на этом интерва-

ле будет: меньше 0z , зависеть от дисперсии
yD1

2
1  , и ущерб от погрешности измерения

у составит

   yDyMyY
y 11 ,max     (1)
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Рисунок 1. Схема для расчета эффекта Э  от повышения точности определения параметра y  при оптими-

зации: а ‒ по максимуму  y ; б ‒ по минимуму  y
При повышении точности определения и

управления переменной у будем работать в бо-
лее узком интервале 2

0  yy . Тогда ущерб
снизится до величины

   yDyMyY
y 22 ,max    (2)

и эффект повышения точности будет равен раз-
ности ущербов (рис.1, а)

21 YYЭ  (3)

Убеждаемся, что эффект Э зависит не толь-
ко от вида целевой функции  yz  , но и от
величины дисперсий у в сравниваемых вариан-
тах  yD1  и yD2 .

Аналогичные результаты получим при оп-
тимизации по минимуму целевой функции (рис.
1, б). Такой функцией может быть себестои-
мость продукции, приведенные затраты и др. В
этом случае:

   yyDyMY
y
 min, 11 ,  (4)

   yyDyMY
y
 min, 22 .   (5)

2. Определение ущерба от погрешностей
измерений или управления в оптимальном

режиме

Перейдем теперь к рассмотрению задачи в
общей форме. В работе предприятий сталкива-
ются с большим количеством различных харак-
теристик, параметров, переменных. Одни из них
определяются природными свойствами или ус-

ловиями производства и не могут быть измене-
ны в процессе управления (назовём их неуправ-
ляемыми переменными). Другие управляются в
процессе производства, т.е. в пределах сущест-
вующих ограничений сознательно выбираются
такими, чтобы обеспечивался необходимый оп-
тимум (назовём их управляемыми переменны-
ми).

Примерами неуправляемых переменных
являются количество балансовых запасов мине-
рального сырья в тех или иных выемочных еди-
ницах, содержание металла в балансовых запа-
сах или разубоживающих породах, изменчи-
вость содержания металла в балансовых запасах
и т.д.

Примерами управляемых переменных мо-
гут служить количество добытой руды за опре-
деленный промежуток времени, содержание ме-
талла в добытой руде, потери и разубоживание
руды, колебания качества в добытой руде, коли-
чество подготовленных и готовых к выемке за-
пасов и т.д.

Пусть оптимальный режим производства
достигается при максимуме целевой функции

 ,Z x y , (6)

где 1 2( , ,..., )nx x x x , 1 2( , ,..., )my y y y -
векторы соответственно неуправляемых и
управляемых переменных.

Требуется определить ущерб

   yxMyxMY
y

;;max  ,  (7)

отвечающий работе предприятия в оптимальном
режиме с некоторой произвольной погрешно-
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стью. Решив эту задачу, можно затем получить
по формуле (3) эффект от повышения точности
работы предприятия в оптимальном режиме.

Можно показать [1], что ущерб Y  (7) от
погрешности деятельности предприятия в опти-
мальном режиме определяется равенством

   
1

1 1 1 1

1 1

2 1 1 1 1 1

1 / 2
2

1 .
2

n m n n

ii ii i jj j ik ik i k
i j i k i

n n n m m m

ik i k ij i j jl j l
i k j i j j l j

Y c Dx b Dy c Kx x

Kx x d Kx y b Ky y

 





    

 

       

 
      

 
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   
       (8)

где

 



m

j
jijkjkijik ddc

1
, 


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m

j
jiijii dc

1
,2  ,

1,




m

lj
lkjijlik b 





m

lj
lijijlii b

1,
 ,

 02 ;
,jl

j l

Ф M x y
b

y y




 

 02 ;
,ij

i j

Ф M x y
d

x y




 
      (9)

i

j
ji x

xM
a






)(
, 1,2,..., , 1,2,...,i k n jl m  ,

а функции  j x  являются решениями систе-

мы уравнений

 
1

;
0;

Ф x y
y





 

2

;
0;

Ф x y
y





…;  ;

0.
m

Ф x y
y





                     (10)

В выражении (8) ,i jDx Dy - дисперсии со-
ответственно неуправляемых и управляемых
переменных величин, а , ,i k i j j lKx x Kx y Ky y -
ковариации этих переменных величин.

Следствие. Если неуправляемые ix
 ni ,...,2,1  и управляемые iy
 mj ,...,2,1 переменные величины попарно
не коррелированны, то ущерб равен

  .
2
1

1 1








  

 

n

i

m

j
jjjiiiii DybDxcY   (11)

3. Ущерб при линеаризации условий
оптимальной работы предприятия

Пусть при прежней постановке задачи име-
ем выражение управляемых переменных через
неуправляемые

     nmmnn xxxyxxxyxxxy ,...,,,...,,...,,,,...,, 2121222111     (12)

и требование работы предприятия в оптималь-
ном режиме

     ,,...,, 0
2

0
21

0
1 xMyxMyxMy mm   (13)

где  1 2, ,..., nMx Mx Mx Mx - вектор матема-
тических ожиданий переменных величин.

Определим ущерб (8) при линеаризации за-
висимостей (13) характеризующих связи между
управляемыми y  и неуправляемыми перемен-

ными x . Функции (12) целесообразно линеари-
зовать в двух случаях: если их отклонение от
линейности не велико в окрестности оптималь-
ных значений параметров производства

 0
; yxM  в диапазонах, обусловленных погреш-

ностями управляемых ,jDy  mj ,...,2,1 и

неуправляемых ,iDx  ni ,...,2,1  переменных;
либо эти диапазоны малы [2].

Геометрический смысл процедуры линеари-
зации заключается в замене графиков функций
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(12) в окрестности точки оптимальной работы

предприятия  0
; yxM  касательными гиперпло-

скостями в данной точке, уравнения которых с
учетом обозначений (9) имеют вид

  .,...,2,1,
1

0 mjMxxyy
n

i
iijijj  



  (14)

В рассмотренном случае коэффициенты
корреляций между линейными функциями (17)
и их аргументами x  равны 1 [3], т.е.

1,i j
x yi j

i j

Kx y
r

Dx Dy
 


      (15)

откуда следуют выражения для их ковариаций

i j i jKx y Dx Dy       (16)

Для нахождения ущерба Y  достаточно в
выражении (8) использовать формулу (16).

4. Ущерб при оптимизации потерь
полезного ископаемого

Рассмотрим оптимизацию потерь полезного
ископаемого на открытых горных работах по
максимуму прибыли:

Пр=Ц0Е(БС-ПСп+Вв)-з1[Б-П+В]-з2, (17)

где Ц0 - оптовая цена единицы металла, у. е.;
Е - коэффициент извлечения, доли единицы;
Б - количество погашаемых балансовых за-

пасов, тыс. т;
П - количество потерянной руды, тыс. т;
В - количество разубоживающих пород, тыс.

т;
С, Сп, в - среднее содержание металла соот-

ветственно в погашенных запасах, потерянной
руде и разубоживающей породе, доли единицы,

31 - условно переменные затраты, у. е. /т;
32 - условно постоянные затраты, тыс. / у. е..

На открытых горных работах при отработке
контактов можно принять,
что

  ,1
;

2
2

2

1
2

1

nkm
nkm



      (18)

где k - отношение высоты треугольника поте-
рянной руды к высоте уступа; 2211 ,, nmnm - не-
которые параметры, определяемые геометрией
рудной залежи и применяемой технологией.

На основании выражений (17), (18)

Пр=Ц0Е(БС-(т1k2 + n1)Сп + т2(1-k)2в+п2в)-

-31 [Б-(m1 k2 + n1) + т2(1-k)2 + n2]-32 .    (19)

Здесь показатель k - управляемый, все ос-
тальные неуправляемые.

Исходные данные для примера приведены в
табл.

Будем считать, что показатели не коррели-
рованны между собой. Тогда, согласно (11), по-
лучим выражение для определение ущерба

  .
2
1 12

1
111 







 

i
iiiii DybDxcY     (20)

На основании равенств (20), (9), (10) и зна-
чений математических ожиданий показателей,
приведенных в табл., получим ущерб в зависи-
мости от дисперсий данных показателей

   DDCDCDY 2380027504740
2
1

 
2

4
11

4
21 1072,201003,10418 DmDnDmDЗDЗ

  .8200006,10 02 DkDБDЦDn  (21)

Полагая в равенстве (21) значения диспер-
сий из табл. получим величину ущерба работы
предприятия в режиме, отвечающему данным
этой табл. 1

  017,08,2316,0095,0
2
1Y  .6,530,8200008,0004,0   (22)

Итак, ущерб от работы предприятия в оп-
тимальном режиме с погрешностями, приведён-
ными в табл. составляет 53,6 тыс. у. е.. Вы-
ражения (21), (22) помимо определения величи-
ны Y, позволяют установить влияние дисперсий

отдельных факторов на величину ущерба. В дан-
ном случае определяющими являются дисперсия
k - отношения высоты треугольника потерянной
руды к высоте уступа и дисперсия b- среднего
содержания металла в засоряющих породах.
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Таблица 1
Показатели  и их характеристики

Показатели Математические ожидания Дисперсии
ky 1 , доли единицы - 0,01

1x , доли единицы 0,7 0,0002

Cx 2 , доли единицы 0,5 0,0004

 Cx3 , доли единицы 0,5 0,0006

4x , доли единицы 0,15 0,0010

,315 x  у. е. 2,60 0,0004

,326 x тыс. у. е. 14000 2500

,17 mx   тыс. т. 1192 400

,18 nx   тыс. т. 50 25

,29 mx   тыс. т. 916 300

,210 nx    тыс. т. 38 25

,011 Цx   у. е. 15 0

Бx 12 , тыс. т. 10000 0

5. Выводы

1. Разработаны выражения для определения
ущерба в зависимости от точности работ   пред-
приятия в оптимальном режиме. Это позволяет
определять экономическую эффективность
предприятия в зависимости от повышения точ-
ности деятельности предприятия в оптимальном
режиме.

2. Разработанные выражения, помимо оп-
ределения величины ущерба, позволяют устано-
вить влияние всех переменных на величину
ущерба и выявить переменные, оказывающие
существенное влияние на эффективность работы
предприятия. Последующее управление опреде-
ляющими ущерб переменными позволит
уменьшить величину ущерба.

3. Управление производством, направлен-
ное на достижение расчетной эффективности,
требует дополнительных затрат. Сравнение эф-
фективности от повышения точности работы
предприятия в оптимальном режиме с дополни-
тельными затратами на управление по достиже-
нию этой эффективности приводит к решению

задачи оптимального управления производ-
ством.

4. Наряду с решением задачи оптимального
управления производством, аналогичным обра-
зом решаются задачи оптимальной точности из-
мерений, экономической эффективности новой
измерительной техники и др.
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