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В статье приведены результаты использования экспериментально-статистических моделей 

«модифицирующие добавки, дисперсные волокна – свойство» для исследования физико-механических 
характеристик модифицированных дисперсно-армированных мелкозернистых бетонов. Показаны 
преимущества применения  моделей  данного класса. Приведены графические зависимости, пред-
ставляющие собой вторичную модель из 7 треугольных диаграмм Гиббса-Розебома, построенных с 
применением программы Statistica 10.0.1011, фиксируемых в 7 точках несущего треугольника с изо-
линиями максимумов исследуемых свойств. 

Ключевые слова: экспериментально-статистическая модель «модифицирующие добавки, дис-
персные волокна – свойство», план эксперимента, коэффициенты полиномиального уравнения, тре-
угольная диаграмма Гиббса-Розебома, дисперсно-армированный мелкозернистый бетон. 

Введение. При разработке композиционных 
строительных материалов с требуемым ком-
плексом свойств на основе методов планирова-
ния эксперимента требуется получить количе-
ственные соотношения между показателями ка-
чества материала, параметрами его структуры, 
рецептурно-технологическими и эксплуатаци-
онными факторами [1–7]. Решение данных задач 
осуществляется, как правило, с помощью полу-

чаемых по экспериментальным данным моделей 
разных типов, среди которых наиболее широко 
используются многофакторные полиномиаль-
ные модели [1, 8], в частности класс регресси-
онных моделей, эквивалентных разложению 
функции )(),,,( 21 xYxxxY k  в ряд Тейлора 
[8, 9] – полиномы степени m от k взаимонезави-
симых переменных: 
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Преимущества использования полиноми-
альных моделей класса (1) и основанных на них 
методов планирования эксперимента на гипер-
кубе в рецептурно-технологических исследова-
ниях очевидны. Однако с их помощью решить 
задачи анализа и оптимизации свойств строи-
тельных материалов, например, мелкозернистых 
фибробетонов под влиянием дисперсного арми-
рования и модифицирующих добавок как мно-

гокомпонентных систем невозможно в тех слу-
чаях, когда нужно охватить областью экспери-
мента весь диапазон содержания определенного 
вида фибры или модификатора (от 0 до 100 %). 
Это обусловлено тем, что все способы описания 
рецептуры q-компонентной системы [8, 10] вы-
текают из уравнения её материального баланса, 
имеющего в правой части константу G : 

constGGGGGG q

i iqi   121  . (2) 
Равенство (2) линейно связывает все рецеп-

турные факторы: любое изменение содержания 
любого компонента системы влечет за собой 
изменение содержания хотя бы одного другого. 

Разделив обе части (2) на G , состав запишется 
в виде долей (в частности, массовых) каждого 
компонента :10  iv  

121  qi vvvv  . (3) 
Использование полиномиальных моделей 

(1) для описания q-компонентной системы воз-
можно при определенных вариантах записи ва-
рьируемых факторов и представляет некоторые 
сложности, что в конечном итоге сказывается на 
качестве исследования многокомпонентных си-
стем. Поэтому для их описания в работе [8] 

предлагается применять иные чем (1) классы 
экспериментально-статистических моделей и 
приемов планирования эксперимента. 

Методология. В физической химии, в ме-
талловедении и других химико-технологических 
науках в качестве стандартных инструментов 
исследований  широко применяются симплексы 
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(выпуклые многогранники, не имеющие диаго-
нальных сечений): прямая, треугольник, тетра-
эдр, пентатоп и др. [8, 11]. Для наглядного пред-
ставления изменения исследуемых характери-
стик материалов при варьировании в составах 
трех факторов предпочтительным является ис-
пользование правильного треугольника как базы 
трехкомпонентных диаграмм, позволяющего 
выразить точно, графическим путем, не только 
качественно, но и количественно взаимные от-
ношения и свойства, не зная в большинстве слу-
чаев алгебраического уравнения функции, опре-
деляющей соотношения между составом и свой-
ствами однородного тела. Наглядность тре-
угольника послужила основанием для выбора 
его Гиббсом (по соотношению отрезков) и Ро-
зебомом (по соотношению высот) в качестве 
поля для отображения отношений связей между 
трехкомпонентным составом и термодинамиче-
скими константами вещества. 

Т.В. Ляшенко был предложен [8] суще-
ственно новый подход, заключающийся в разра-
ботке специального класса полиномиальных мо-
делей для описания систем «смесь I, смесь II, 
технология – свойства», дающего возможность 
перехода от раздельного анализа диаграмм «хи-
мико-минералогический состав – свойство» и 
«зерновой состав – свойство» наполненных по-
лимерных композиций к объединенному. Дан-
ная методика учитывала как физические осо-
бенности композитов, так и опыт моделирова-
ния систем «технология – свойства» и «состав – 
свойства».  Кроме этого были предложены алго-
ритмы решения оптимизационных задач в си-
стемах с линейно связанными элементами, а 

также методы и средства отражения результатов 
моделирования для решения конкретных инже-
нерных задач с использованием полученных мо-
делей. 

Системы «смесь I, смесь II, технология – 
свойства» (MIMIITQ; «mixture, technology, 
quality») при фиксировании одной или двух 
групп переменных переходят в системы «смесь 
I, смесь II – свойства» (MIMIIQ) и «смесь (со-
став) – свойства» (MQ) [8]. Систему MIMIIQ це-
лесообразно и эффективно применять, в том 
числе для моделирования и исследования 
свойств модифицированных мелкозернистых 
фибробетонов при совместном влиянии моди-
фицирующих добавок (смесь I) и дисперсного 
армирования (смесь II). При этом приведенный 
ниже полином (4) для описания данной модели 
представляет собой многочлен второй степени 
относительно трех линейно связанных факторов 

iv , задающих смесь I (модифицирующие добав-
ки), и трех линейно связанных факторов iw , за-
дающих смесь II (дисперсные волокна), коэф-
фициенты которого имеют четкий физический 
смысл [8]. Каждый из девяти коэффициентов ijk
в модели (4) численно равен величине свойства 
композита ŷ , наполненного одной парой основ-
ных мононаполнителей (модификатор + фибра); 
коэффициенты ijb и ijd оценивают нелинейность 
(синергизм или антагонизм по отношению к 
данному свойству) влияния смешивания двух 
модификаторов ( ijb ) или фибр ( ijd ): 

ොݕ = ܾଵଶ ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ + ܾଵଷ ∙ ଵݒ ∙ ଷݒ + ܾଶଷ ∙ ଶݒ ∙ ଷݒ + ݀ଵଶ ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ + ݀ଵଷ ∙ ଵݓ ∙ ଷݓ + 
+݀ଶଷ ∙ ଶݓ ∙ ଷݓ + ݇ଵଵ ∙ ଵݒ ∙ ଵݓ + ݇ଶଵ ∙ ଶݒ ∙ ଵݓ ++݇ଷଵ ∙ ଷݒ ∙ ଵݓ + ݇ଵଶ ∙ ଵݒ ∙ ଶݓ + 
+	݇ଶଶ ∙ ଶݒ ∙ ଶݓ + ݇ଷଶ ∙ ଷݒ ∙ ଶݓ + ݇ଵଷ ∙ ଵݒ ∙ ଷݓ + ݇ଶଷ ∙ ଶݒ ∙ ଷݓ + ݇ଷଷ ∙ ଷݒ ∙  .ଷݓ

(4) 

Модель (4) является более содержательной  
и информативной по сравнению с рассматрива-
емым ранее полиномом (1), благодаря учету в 
своей структуре ряда физических особенностей 
объектов моделирования. К основным преиму-
ществам данной модели можно отнести охват 
полной области составов наполнителя, включая 
однокомпонентные; четкий физический смысл 
численных параметров моделей; низкие экспе-
риментальные затраты на их построение по 
сравнению с моделями того же уровня информа-
тивности (например, полиномы Шеффе) и т.д. 
[8]. 

Основная часть. В процессе эксперимен-
тального исследования изучалось влияние дис-
персных волокон и модифицирующих добавок 
на предел прочности при сжатии (ГОСТ 310.4) и 
на растяжение при изгибе (ГОСТ 310.4), плот-

ность в нормальных влажностных условиях 
(ГОСТ 12730.1-78) в возрасте 28 суток дисперс-
но-армированных мелкозернистых бетонов.  

При построении полиномиальных моделей 
физико-механических характеристик использо-
вались данные, полученные в ходе эксперимен-
тальных исследований, при планировании кото-
рого были учтены результаты исследований, 
приведенных в работах [12–15] и  предваритель-
ных экспериментов по определению границ це-
лесообразного применения модифицирующих 
добавок и фибр.  

Серии образцов-призм 40×40×160 мм изго-
тавливались с использованием портландцемента 
класса ЦЕМ I 42,5Б производства ОАО «Мор-
довцемент»;  в качестве мелкозернистого запол-
нителя применялся речной песок с размером 
зерна менее 5 мм, добываемый в посёлке 
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Смольный Ичалковского района Республики 
Мордовии; в качестве пластификатора для обес-
печения необходимых реологических свойств – 
высококачественный суперпластификатор 
Melflux 1641 F производства BASF Constraction 
Polymers (Trostberg, Германия), вводимый в ко-
личестве 0,5 % от массы вяжущего. 

В эксперименте варьировалось 6 рецептур-
ных факторов, образующие две группы: 

1) массовые доли модифицирующих доба-
вок ( :)3,2,1;1;10  ivv ii 1v – микро-
кремнезем конденсированный уплотненный 
(МКУ-85) производства ОАО «Кузнецкие фер-
росплавы», МКУ; 2v – высокоактивный метака-
олин белый производства ООО «Мета-Д», ВМК; 

3v – гидроизоляционная добавка в бетонную 
смесь «Пенетрон Адмикс» производства завода 
гидроизоляционных материалов «Пенетрон»  (г. 
Екатеринбург), Адмикс; 

2) массовые доли дисперсных волокон 
:)3,2,1;1;10(  iww ii  1w – полипропи-

леновое мультифиламентное волокно с длиной 
резки 12 мм, диаметром 25÷35 мкм, плотностью 
0,91 г/cм3, ППН; 2w – полиакрилонитрильное 
синтетическое волокно специальной обработки 
для бетонов FibARM Fiber WВ с длиной резки 
12 мм, диаметром 14÷31 мкм, плотностью 
1,17±0,03 г/cм3, ПАН; 3w – модифицированная 
астраленами базальтовая микрофибра под фир-

менным названием «Астрофлекс-МБМ» длиной  
100÷500 мкм, средним диаметром 8÷10 мкм, 
насыпной плотностью 800 кг/м3, с содержанием 
астраленов 0,0001÷0,01 % от массы фибры, 
МБМ. 

Уровни варьирования исследуемых рецеп-
турных факторов в кодированных величинах и 
их численные значения представлены в таблице 
1. Для исследования физико-механических ха-
рактеристик модифицированных мелкозерни-
стых дисперсно-армированных бетонов был 
синтезирован насыщенный D-оптимальный план 
эксперимента [8], содержащий 15 опытных то-
чек.  

Технология изготовления дисперсно-
армированной бетонной смеси включала не-
сколько этапов. На первом этапе осуществля-
лось введение и перемешивание в сухом состоя-
нии требуемого количества вяжущего, заполни-
теля и модифицирующих добавок; на втором – 
вводились дисперсные волокна с первой порци-
ей воды (В/Ц=0,2); на третьем – производилась  
корректировка составов водой для получения 
равноподвижных составов. Данная ступенчатая 
схема приготовления дисперсно-армированной 
бетонной смеси позволяет избежать комкования 
волокон при перемешивании, тем самым позво-
лив максимально использовать преимущества 
дисперсного армирования цементных компози-
тов.  

Таблица 1 
Уровни варьирования исследуемых факторов экспериментального исследования 

Варьируемые факторы Уровни варьирования 
0 0,333 0,5 1 

Вид добавки 
v1 МКУ, % от массы цемента 0 6,667 10 20 
v2 ВМК, % от массы цемента 0 2 3 6 
v3 Адмикс, % от массы цемента 0 0,5 0,75 1,5 

Вид фибры 
w1 ППН, % от массы цемента 0 0,333 0,5 1 
w2 ПАН, % от массы цемента 0 0,5 0,75 1,5 
w3 МБМ, % от массы цемента 0 1,667 2,5 5 

 
Прочностные характеристики (предел 

прочности при сжатии и на растяжение при из-
гибе) определялись на установке 
WilleGeotechnik® (модель 13-PD/401) для испы-
тания строительных материалов. Настройка ос-
новных параметров и фиксирование полученных 
экспериментальных результатов осуществлялось 
с применением программного обеспечения 
GEOSYS 8.7.8.  

Экспериментально-статистические модели 
зависимости исследуемых физико-механических 
показателей качества мелкозернистых фибробе-
тонов от его наполнителей, включающих моди-

фицирующие добавки (смесь I)  и дисперсные 
волокна (смесь II)  задавались в виде приведен-
ного полинома MIMIIQ «смесь I, смесь II – свой-
ство» вида (4). Выбор используемого плана экс-
перимента и аппроксимирующего полинома 
второй степени обусловлен приведенными выше 
преимуществами данных ЭС-моделей.  

По результатам проведенных исследований 
были получены полиномиальные уравнения от-
ражающих связь между исследуемыми свой-
ствами композитов и содержанием варьируемых 
факторов: 

- предел прочности при сжатии (МПа) 
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.сжߪ = 12,65 ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ − 25,24 ∙ ଵݒ ∙ ଷݒ − 2,98 ∙ ଶݒ ∙ ଷݒ + 24,16 ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ + 29,04 ∙ ଵݓ ∙ ଷݓ + 
+11,09 ∙ ଶݓ ∙ ଷݓ + 29,17 ∙ ଵݒ ∙ ଵݓ + 31,09 ∙ ଶݒ ∙ ଵݓ + 36,32 ∙ ଷݒ ∙ ଵݓ + 28,21 ∙ ଵݒ ∙ ଶݓ + 
+	53,36 ∙ ଶݒ ∙ ଶݓ + 40,76 ∙ ଷݒ ∙ ଶݓ + 24,12 ∙ ଵݒ ∙ ଷݓ + 42,26 ∙ ଶݒ ∙ ଷݓ + 38,29 ∙ ଷݒ ∙  ;ଷݓ

(5) 

 
- предел прочности на растяжение при из-

гибе (МПа) 

.изгߪ = 0,65 ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ − 3,28 ∙ ଵݒ ∙ ଷݒ − 1,02 ∙ ଶݒ ∙ ଷݒ + 2,16 ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ + 1,02 ∙ ଵݓ ∙ ଷݓ + 
+3,03 ∙ ଶݓ ∙ ଷݓ + 4,70 ∙ ଵݒ ∙ ଵݓ + 3,69 ∙ ଶݒ ∙ ଵݓ + 4,73 ∙ ଷݒ ∙ ଵݓ + 4,92 ∙ ଵݒ ∙ ଶݓ + 

+	5,88 ∙ ଶݒ ∙ ଶݓ + 4,82 ∙ ଷݒ ∙ ଶݓ + 3,68 ∙ ଵݒ ∙ ଷݓ + 5,59 ∙ ଶݒ ∙ ଷݓ + 5,13 ∙ ଷݒ ∙  .ଷݓ
 

(6) 

- плотность в нормальных влажностных условиях (кг/м3) 
 
ρ = −240,7 ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ + 163,4 ∙ ଵݒ ∙ ଷݒ + 5,63 ∙ ଶݒ ∙ ଷݒ + 1,35 ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ − 110 ∙ ଵݓ ∙ ଷݓ + 

+	179,4 ∙ ଶݓ ∙ ଷݓ + 1989,6 ∙ ଵݒ ∙ ଵݓ + 2139,5 ∙ ଶݒ ∙ ଵݓ + 2124,3 ∙ ଷݒ ∙ ଵݓ + 
+	2025,4 ∙ ଵݒ ∙ ଶݓ + 2203,9 ∙ ଶݒ ∙ ଶݓ + 2237,7 ∙ ଷݒ ∙ ଶݓ + 

+	2006,5 ∙ ଵݒ ∙ ଷݓ + 2147,3 ∙ ଶݒ ∙ ଷݓ + 2210,5 ∙ ଷݒ ∙  .ଷݓ
 

(7) 

Из модели ),,;,,(ˆ 321321 wwwvvvy (MIMIIQ) 
получаются два вида моделей «смесь I (модифи-
цирующие добавки) – свойство» ( ),,(ˆ 321 vvvy ; 
MIQ)  и «смесь II (дисперсные волокна) – свой-
ства» ( ),,(ˆ 321 wwwy ; MIIQ) при фиксировании 
соответствующей группы рецептурных факто-

ров. При этом для каждой исследуемой физико-
механической характеристики и каждого вида 
моделей построено по 7 треугольных диаграмм 
Гиббса-Розебома в виде двумерных карт линий 
уровня (рис. 1, 2) с использованием программы 
Statistica 10.0.1011. 

Таблица 2 
Планы экспериментального исследования максимумов свойств 

№ 
со-

става 

Варьируемые факторы в кодированных величинах 
Вид добавки Вид фибры (волокна) 

v1 (МКУ) v2 (ВМК) v3 (Адмикс) w1 (ППН) w2 (ПАН) w3 (МБМ) 
1 1 0 0 1 0 0 
2 0 1 0 0 1 0 
3 0 0 1 0 0 1 
4 0,5 0,5 0 0,5 0,5 0 
5 0,5 0 0,5 0,5 0 0,5 
6 0 0,5 0,5 0 0,5 0,5 
7 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333 

 
Для дальнейшего анализа влияния наполни-

телей на свойства цементных композитов вво-
дился обобщающий показатель – числовая ха-
рактеристика поля свойства в виде абсолютного 
значения исследуемого показателя, соответ-
ствующего её максимуму maxŷ . Для этого были 
синтезированы 2 плана эксперимента, содержа-
щий по 7 точек каждый (таблица 2), уровни ва-
рьирования рецептурных факторов представле-

ны в таблице 1. ЭС-модели вида «смесь I – мак-
симум свойства» ( ),,(ˆ 321max vvvy ; MIQmax) и 
«смесь II – максимум свойства» (

),,(ˆ 321max wwwy ; MIIQmax), отражающие связь 
между варьируемыми факторами и максимума-
ми исследуемых свойств, представляют собой 
полиномиальные уравнения:  

ො௠௔௫ݕ = ܾଵ ∙ ଵݒ + ܾଶ ∙ ଶݒ + ܾଷ ∙ ଷݒ + ݀ଵଶ ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ + ݀ଵଷ ∙ ଵݒ ∙ ଷݒ + 
+݀ଶଷ ∙ ଶݒ ∙ ଷ+ ݇ଵଶଷݒ ∙ ଵݒ ∙ ଶݒ ∙  ଷ; (8)ݒ

ො௠௔௫ݕ = ܾଵ ∙ ଵݓ + ܾଶ ∙ ଶݓ + ܾଷ ∙ ଷݓ + ݀ଵଶ ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ + ݀ଵଷ ∙ ଵݓ ∙ ଷݓ + 
+݀ଶଷ ∙ ଶݓ ∙ ଷ+݇ଵଶଷݓ ∙ ଵݓ ∙ ଶݓ ∙  ଷ. (9)ݓ

Используя коэффициенты полиномиальных 
уравнений (8) и (9), приведенные в таблице 3, 
были построены по 2 треугольные диаграммы 
Гиббса-Розебома для каждой исследуемой ха-

рактеристики, отображающие соответствующие 
системы ),,(ˆ 321max vvvy и ),,(ˆ 321max wwwy .  
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Таблица 3  
Числовые значения коэффициентов регрессий (8) и (9) 

Члены  
уравнений регрессии 

Числовые значения коэффициентов регрессии 
для исследуемого свойства композита 

плотность, 
кг/м3 

предел прочности 
на растяжение 

при изгибе, МПа 

предел прочности 
при сжатии, МПа 

11 / wv  2060,8 / 2139,5 5,35 / 4,73 34,73 / 36,32 

22 / wv  2220,5 / 2237,7 6,49 / 5,88 53,36 / 53,36 

33 / wv  2268,9 / 2210,5 5,73 / 5,59 45,60 / 42,26 

2121 / wwvv   -240,7 / -29,03 0,068 / 0,778 3,85 / 13,70 

3131 / wwvv   163,4 / -140,4 -3,86 / 0,106 -26,08 / 21,11 

3232 / wwvv   5,63 / 179,4 -1,02 / 3,03 -10,94 / 11,09 

321321 / wwwvvv   0 / 45,57 0,87 / -2,47 13,20 / 8,10 
 
На заключительном этапе эксперимента ме-

тодами компьютерной графики для каждой ис-
следуемой физико-механической характеристи-
ки производился синтез вторичных моделей  с 
целью анализа влияния модифицирующих доба-
вок ( iv ) и дисперсных волокон ( )iw  на обоб-
щающий показатель maxŷ , отражающий соответ-
ственно роль дисперсного армирования ( )iw  и 
модифицирования активными минеральными 
добавками ( iv ). Для отображения изменяющих-
ся трехкомпонентных диаграмм «модифициру-
ющие добавки – свойство» и «дисперсные во-
локна - свойство» целесообразно использовать 
[5] их дискретный набор на соответствующих 

треугольниках «дисперсные волокна – макси-
мум свойства» и «модифицирующие добавки – 
максимум свойства», при этом вторичные моде-
ли )(ˆ )max( vy w и )(ˆ )max( wy v отображаются в виде 
треугольника, «скользящего» по несущему тре-
угольнику и фиксируемого в семи точках-
центроидах (3 угла + 3 середины сторон + центр 
тяжести). Примеры получаемых графических 
моделей, описывающих  изменение предела 
прочности при сжатии дисперсно-армированных 
мелкозернистых бетонов на треугольниках 
«дисперсные добавки – максимум свойства» и 
«модифицирующие добавки – максимум свой-
ства» приведены, соответственно, на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Диаграммы «модифицирующие добавки – свойство» и изолинии максимальных значений 

предела прочности при сжатии цементных дисперсно-армированных мелкозернистых бетонов 
на треугольнике «дисперсные волокна – максимум свойства» (МПа) 
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Рис. 2. Диаграммы «дисперсные волокна – свойство» и изолинии максимальных значений 

предела прочности при сжатии цементных дисперсно-армированных мелкозернистых бетонов 
на треугольнике «модифицирующие добавки – максимум свойства» (МПа) 

 
Выводы. Экспериментально-

статистические модели вида «смесь I, смесь II – 
свойство» являются более содержательными по 
сравнению с аналогами благодаря учету в своей 
структуре ряда физических особенностей объек-
тов моделирования, а также низкими экспери-
ментальными затратами на их построение по 
сравнению с моделями того же уровня информа-
тивности. Графическое отображение данной си-
стемы в виде вторичной модели, представляю-
щей дискретный набор 7 треугольных диаграмм 
исследуемых свойств от содержания наполните-
лей на несущем треугольнике с изолиниями 
обобщающего показателя, позволяет наглядно 
показать изменение исследуемых свойств дис-
персно-армированных модифицированных мел-
козернистых бетонов и извлечь максимальные 
сведения при анализе данной модели.  

*Работа выполнена при поддержке гранта 
РФФИ № 16-33-50103.  
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PROPERTIES OF MODIFIED FIBER-REINFORCED FINE-GRAINED CONCRETES 
In the article results of use of experimental-statistical models "modifying additives, dispersible fibers – prop-
erty" for study of physico-mechanical characteristics of modified fiber-reinforced fine-grained concretes are 
shown. Advantages of application of the models in this class are displayed. 7 triangular Gibbs-Roseboom’s 
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built with the use of the program Statistica 10.0.1011, and graphic dependences of its are given. 
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